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От авторов са, 


| "Тематические таблицы по всем наиболее важным разделам 
ольного курса арифметики, алгебры, начал анализа предназна- 
чені для школьников от седьмого до одиннадцатого классов В ka- 
 жкдой таблице кратко изложена теория конкретного вопроса (опре- 
деления, теоремы, следствия, формулы); І 


Е", приводятся рисунки, гра- 
_ фики, а также примеры решения наиболее принципиальных 
задач. 


Таблицы помогут систематизировать знания, быстро и полно 
повторить основные моменты той или иной темы, с помощью пред- 
метного указателя найти нужные сведения. Таблицы можно разре- 


зать и наклеить на плотную бумагу, оставив оборот чистым для по- 


меток и добавлений (для такой операции надо иметь два экземпля- 
ра книги). 


Ученик может: 


при подготовке к ответу или к контрольной работе прочитать и 
обдумать соответствующую таблицу, посмотреть предметный 
указатель; 
при решении задач по данной теме использовать соответетвую- 
щую таблицу в качестве справочника; 
после уроков по данной теме самому внести в таблицу (на чис- 
тый оборот) добавления и изменения, отметить неизученные в 
классе вопросы; 


при итоговом повторении материала прежде всего просмотреть 
таблицы; 


устроить себе или своему товарищу зачет по таблице или пред- 
метному указателю; 


использовать таблицу как план ответа на устном экзамене или 
зачете. 


Учитель может: 
„= использовать таблицы при подготовке к уроку; 
при объяснении нового материала подавать таблицы через ко- 
доскоп (вывешивать на доске увеличенную таблицу), а еще луч- 
ше — положить книгу перед каждым учеником; 
проводить письменный или устный опрос по материалам таб- 
лиц или предметного указателя; 


- использовать таблицы во время проведения самостоятельных 
работ; 
Еж 


огичных таблиц, план-конспектов, формул и т.п. 


риент может: внимательно прочитав к 
до корки», уяснить, всем ли материалом Се 
й мере; при недостатке времени таблицы могут быть 8 


аблиц должен быты вашим лоцманом при чтении учебник 
_ Родители ученика могут использовать таблицу: 


тике и для их расширения. 
_ Таблицы могут быть использованы также будущими уч 
| ми, репетиторами, членами предметных комиссий институ ны 


_ дентами. 
Авторы надеются, что А принесут пользу всем, ктоб 
использовать их в своих занятиях по математике. 


мечаний. 


РУД 7" 


Таблица 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Мн 


ожество натуральных чисел 


Натуральные числа 15928 


Множество целых чисел 


Целые числа состоят из натуральных, нуля и чи- 
сел, противоположных натуральным. 


Мме%2 


Множество рациональных чисел 


Рациональные числа представимы как Р, гдер— 


целое, а @ — натуральное. 
Мс2с9 


сааса шла 


Множество действительных чисел 


Действительные числа — это бесконечные десятич- 
ные дроби. 

Мс2с©сСЕ 
Рациональные числа — бесконечные периодичес- 
кие дроби. Период не может состоять из одних де- 
вяток. Если период состоит из одних нулей, дробь 
может считаться конечной десятичной дробью. 


Множество иррациональных чисел. 
Иррациональные числа — бесконечные непериоди- 
ческие десятичные дроби. 


QUQ=R 
ЗЕМ, Зе 2, —6 & М, -6 Е 2, 0,25 ¢ N, 0,25 её 2, 0,25 Е Q, 0,25 є R. 


Делимость целых неотрицательных чисел 
Число а делится на число b, если существует с, такое, что а = bc. 


@:5; 6 — делитель а; а — кратное b. 


| таблица 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Свойства делимости 


Ноль делится на любое натуральное число. = {у 
Любое число делится на единицу. 
Любое число делится само на себя. = 


Если а > 0 n a:b, TO a> b. 


Если a:b nb:a, тта=ь, 
Еслиа: 6 иб: с, тоа; с. 


Еслиа: сиб: с, то (а + Б): с. 
Если а: (bc), тоа: 5, а:си 
(а :ђ): с. 


Еслиа:бђик = 0, To ak: bk. 
Если a: c и b: с, то (ат + ъп): с, 


Если а : c u (a + b): с, торс, 


Деление с остатком 
Для любых двух натуральных чисел а и 6 найдутся такие целые 
неотрицательные ди г, чтоа =6`а+г, 0<г<ьЬ. 
Если г = 0, то а: b. Число г называется остатком от деления а наб, 


Признаки делимости 


Число делится на два, если его последняя цифра делится 


на 2 
на два. 
Число делится на пять, если его последняя цифра делит- на5 
ся на пять. 
Число делится на четыре, если число, составленное из ва 4 
двух его последних цифр, делится на четыре. 
Число делится на двадцать пять, если число, составлен | ца 
ное из двух его последних цифр, делится на двадцать 25 
пять. Ч 
Число делится на и. | те а | 

три, если сумма его цифр делится на три. || 3 


Число делится на девять, 


если сумма его цифр делится 
на девять. Ч цифр 


Число делится на одиннадцать, 
| FERA его цифр ag – а) + az 
_ Делится на одиннадцать. 


если алгебраическая 
– az +... + (-1)"^ 1-1 


Таблица 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Десятичная запись п-значного натурального числа: 
r 
а 18, 2:--агаја) = 


= 01–1' 10-1 аг @п-2* 107-2 +..+ а · 102 + a’ 101 + ао; 
а; — цифры числа, а-ү50,пє М. 


Наименьшее положительное из общих кратных 


чисел а и b называется наименьшим общим крат- 
ным этих чисел. 


НОК (а; Б) 


НОК (15; 10) = 30 


Наибольший из общих делителей чисел а и Б Ha- 


зывается наибольшим общим делителем этих чи- 
сел. 


НОД (а; b) 


НОД (15; 10) = 5 


НОК (а; b) · НОД (а; 5) = а ·Ь 


Числа а и b называются взаимно простыми, если НОД (а; Б) = 1. 


Натуральное число р называется простым, если оно имеет ровно 
два различных делителя (единицу и само это число). 
2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23... — простые числа 


aaa 


Свойства простых чисел 


Любое натуральное число либо делится на простое, либо взаим- 
но просто с ним. 


Произведение натуральных чисел делится на простое число 


тогда и только тогда, когда хотя бы одно из них делится на 
это простое число. 


Простых чисел бесконечно много (нет самого большого простого 
числа). 


Если натуральное число не делится ни на одно простое, квадрат 
Которого не превосходит это натуральное число, то оно само 
простое. 


"Любое простое число р (р > 8) представимо в виде р = 6k +1, ЁЕ №, 
о |- о «же 
Каноническое разложение натурального числа п (п > 1); 


n= pit- руз. раз. ... -pak , где р, — простое, р; Ср +1 0< a eN, 
| 120 = 23.31, 51 


Основные свойства модуля 
|>0 |а = |a 


а - bl = |b - ај 


la|- 5] < ја + b| < [ај + |5] 


Геометрическая 
интерпретация модуля 

Если точка А на ЧИСЛОВОЙ оси 

имеет координату а, то pac- 

стояние от А до 0 равно [а]. | 


Расстояние между точками А (а) и В (b) на прямой равно |a =}. 


Уравнения с модулем 


ЕО 


lx -b| =a 


| | = g (2) 


равносильно равносильно 


системе уравнений 


объединению 


уравнений 


| f(x) = #(2) 
f(x) = —#(Х) 
g(x) >20 


| f(x) = g(x) 
f(x) = -g(x) 


равносильно равносильно. 3 
системе: объединению! 
f(x) < в(х) /(х)>#(®) | 

| f(x) >-в(х) | /(х)<=#(®) 


Е" Че нетво |f (х)| > | (x)| равносильно неравенству Ред Е 
_ или неравенс 


үн. 


Таблица 2. МОДУЛЬ 


—————————————-————— 


Примеры 
е 
Раскрытие модулей «по промежуткам» ућ д 

y = |x + 2 + 3 |x|- 2 |x – 1| 


——o 


=2 0 1 
х<-2,у=-—(х+2)-8х+2(х-1)=-2х—-4 
—2<х<0,у=х+2-8х+2(х-1)=0 
0<х<1,у=х+2+8х+2(х-1)=6х 
х>1,у=х+2+383х-2(х-1)=2х+4 


Решить уравнение 3х2 – 5|х| — 8 = 0. 
Заметим, что |x|? = x? 
3t? -5-8=0. 


; введем обозначение |х| = t. 


ы--вы-5. 


[Х| = —1, решений нет. 


8 8 8 
Ы - 5; 21 =-5, 22 = 5. 


Ответ: ху=-$х; 8. 


Построить график функции у = tg х: |сов xl. 
Данная функция периодическая, период Т = 2л. 


Построим график на каждом промежутке знакопостоянства 
косинуса. 


При соз x > 0 хе (-5; Z), у = sin х; 


при cos x < 0 хе (5; З y = -sin х. 


Таблица 3. ДЕЙСТВИЯ С МНОГОЧ ЛЕНАМИ. › 


Сложение многочленов: (а? + ab – b) + (3a? = 245+ у= «а - i 
Вычитание многочленов: $ 

(2a = b) – (За + b) = (2a – Б) + (-3a — b) = -a – 9, | 
Умножение многочленов: 


(а + 35)(а – b) = а? – ab + Зађ - 362 = а? + 205 - 352. 


Формулы сокращенного умножения | 
квадрат суммы (а + b)? = а? + 2ab + b? 
квадрат разности (а - Ы)? = а? – 2ab + b? 
куб суммы (а +b) = аЗ + 3a?b + Зар? + b? 
куб разности {а- b)’ = a? — 3a?b + ЗаЬ? – 53 


разность квадратов а? — b? = (а + Б) (а – b) 
разность кубов аЗ – b? = (a — b) (a? + ab + 52) 


сумма кубов аЗ + b? = (а + b) (a? — ab + 52) 
C __ 


Бином Ньютона: (а + Б)" = 


= а” + Сі ап-іь+ С? ап - 252+... + СЁ а" В+. 


а ул (пити) к п! ГАЕТ 
Ca шл ба ос: Саа тик Сн 


neN,n>1 (0! = 1; 1! = 1; пп = 1: 2"... п): 


Е’ ай 


Треугольник Паскаля 1 


(а + Ь)у% = A + 4а3Ь + 6a?b? + 4ab? + bt 


2,5 
(2—0) = a" – таб + 21455? — 352453 + 850354 — 21а шла 


Таблица З. ДЕЙСТВИЯ С МНОГОЧЛЕНАМИ 


Основные приемы разложения многочлена на множители 


Вынесение общего множите- 


гађ + 14а? + га = га (b + Та + 1); 
ла за скобку 


За?ЬЗ – 15235 = За? (b? – Ба). 


ђ+ас—ђ—с=а(б + с) – 
Метод группировки а 
= (b + c) = (b + с) (а – 1). 


T 


а? + 4ab + 4b? = (а + 25)2, 
at + 4 = а“ + 4a? + 4 – 4а? = 
= (a? + 2)? - (2а)? = 

= (a? – га + 2) (a? + 2а + 2). 


Использование формул 
сокращенного умножения 


(а®—1)= 

= (а- 1) (а%-1+а"-2+...+а+1); 
Дополнительные формулы mti 3 ) 

(a + 1) 

= (а + 1) (а?" – а?т-1+...-а+ 1). 
НЕВА ПиН 


Многочлены от одной переменной 


Общий вид: f (х) = ах" + а, _1Х" 1+... + ахі + ap, 

п — степень многочлена, а; — коэффициенты, а„ — старший ко- 
эффициент, а„ + О. 

Если а, = 1, то многочлен называется приведенным. 


Зх* — х3 + 2х2 — 5 — многочлен 4-й степени с коэффициентами: 
a4 = 3; аз = –1; аз = 2; а; = 0; ар = -5. 


Квадратный трехчлен — многочлен второй степени 


ах? + bx + с (а + О), 


а= первый коэффициент, b — второй коэффициент, с — CEO- 
бодный член. 


ее———— 


Деление многочленов 


Теорема о делении с остатком 
Р(х) = М(х) - Q(x) + R(x), где 


Р(х) — делимое, М(х) — делитель, 


Деление «уголком» 


83—42 3х2 ых 


Q(x) — частное, R(x) — остаток. Ec- | 3Х°+8х°-3х  3x-4 
ЛИ остаток не равен нулю, то его = 422 -2 
степень меньше степени делителя. 42 -4х+4 
о. 4х —6 


Р(х) Р(х) = 3х3 — x? – 3x — 2 
TGF + — 1) (32-4) + (4x – 6) М(х) = х®+х-1 
И мо) 9(х) Р(х) Q(x) = 3x- 4 


R(x) = 4x – 6 


Схема Горнера 
Остаток от деления многочлена на разделили И 
‚двучлен х — а равен значению этого Ко) = 8+5 „Зна 9 
многочлена при х = @, т.е. В = ја). = 


Ах) = (x - a) @(х) + Ка) ү: 
bo = bi 5 Ға 
R = 0-5 + ао 
R = f (5) = 247 


Корнем многочлена называется такое число Xo, 
значение многочлена равно нулю (ў (хо) = 0). 


’° Целые корни многочлена с целыми коэффициентами авлах 
делителами его свободного члена. й | A 


кР; 
3 + 5х2 + 2х-8=0 


т корни можно искать только среди чисел -1; 
—4; 8; –8. 


Отает: x= 1; х= -2; х = -4 — корни. 


Таблица 4. КВАДРАТНЫЕ КОРНИ 


Определение ариф- 
метического корня 


„16 = 4, тк. 4 > 0, 
42 = 16; 
„25 = 7, т.к. 72 > 25; 


40,86 = 0,6; 
„4900 = 70; 


> 4 = 0.01: 
Ев ү; € үк 0,0001 = 0,01; 
b =a + —5, т.к. -5 < 0; 2< „В <3; 


„Е8 не определен. 0,8 < „90,8 <0,9. 


Основные свойства 


Jab = „Лај + ЛЫ 


12 “паек 2 Ml 
Jæ = Ла)? 


Сравнения, связанные с квадратными корнями 
Если а > ђ > 0, то а > Jb. 
Ја + Jb > Ја + 5. 
Если а > 1, тоа > Ја и ја > 1. 
Если 0 са < 1, тоа < Ја иО< Ја <1. 


Вынесение из-под корня 


ДЕВЫ =: Б,ь>о 


Внесение под корень 


Еа — Ја?ь, если а<0, 
b>0 Jab, если a> 0 


463 = JIT = 3/7; 
Jia = д. Л; 
М + Б -ь& + Б; 
КЕ з 54 у. 


5. /8 =.В.5? = Л; 
-2/7 =—./28; 
(5-2: је +45 = 
= (5-2). (9 + 45) = 1; 
(2/8 – 2): 47 + 4,3 = 


– В - 2) (1 + 448) ==. 


аблица 4. КВАДРАТНЫЕ КОРНИ 


Т . 
ость В знаменателе ~ — 


Иррациональн 
2 248. 
ТАИ 
5 BB+ 5048 +1) _ 504/38 +1) 
PED 3—1 7 ^ 


Сравнение среднего геометриче- | Пос росс Hia © л — 


ского (пропорционального) двух 
чисел и их среднего арифмети- 
ческого 


на числовой прямой 


У 


> > „/аб,а>0;Ь > 0. 
0 1,223 2 з.д 
(Мп + 1)2 = (И 
Примеры 


Найти х2 и упростить выражение х = „3 — 2,/2 – 48+ 2,2. 
Заметим, что х <'0,т. K. 3 — 2,/5 <3 + 2,2. 


2 
х“"=8– 22 - 2,9-8 +8+ 2/2 =6-2=4, 


Значит, х = —2. 


ор 
Ответ: х“ = 4; 3-2. – 3 + 2/2 =-2. 


Сравнить числа J2 +1 и “38-1 
5: 


Запишем: М +1 ? 483-1 
2 

дата 4891 
„8 +3 ? „/83 


Так как сравнивае 


м 
сравнить их квадр ые числа положительны, то МОЖНО 


аты: 
17 + 6/8 2 33 
в в 16 
„288 > 256 


Сле, 
ДОвательно, 42 + 1 488 – 1 
2 . 


Таблица 5. КОРНИ НАТУРАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ 


Определение арифмети- 


ческого корня натураль- | 3/27 = 3; 1/0, 0000001 = 0.1; 
ной степени из неотрица- 5 15 


тельного числа а 51024 =4; 2< 3/9 < 3; 


с = к МЗ =3; 0,2 < 5/0, 00036 < 0,3. 
>0 b 


taa 3/0, 008 = 0,2; 


Если а < 0, ro ?”—1/д =- 2n-1/-4. 
Извлечение корня 3/-8 =-3/8 =-2; 
нечетной степени Е 

5/=243 =-5/243 = -3; 


из отрицательного числа 


[ 


св) = о = 
=-(2– /8)= 3 =2. 


Корень четной степени из отрицательного числа не определен. 


Тождества Основные свойства 
п 
Если "/а существует, то naene = пуб; п/а Ж „а; 
ма Jab; ; 
Ca) = а. nfo у 


2п [121 = 4, Ер 
2п-1/2п-1 = вам 


Если а > b> 0, то а > Уб. 
п/а + "jb > "ја + 5. 
Если а > 1, то га > 1и а <a. 


Если 0 <a < 1, то 0 < "ја <1и "ја > а. 


Сравнения, связанные 
с корнями 


3/24 = 3/3.8 =2. 3/3; 
(а – 2) -5 =(./2 – 1): 465; 
За – 2) 6 =(1- J2): 8/6. 


Вынесение 
Из-под корня 


15 


Таблица 5. КОРНИ НАТУРАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ 


3.4/8 = 48". 2 = 4/162; 
-2 - 6/3 = –6/26. 3 = –6/192; p) 
1-5). 33 -3a 


815 з.4/28 _ 3.48 
=o Иа ; 


Внесение под корень 


Иррациональность 


в знаменателе _2_ _ 2-(3/9 25/8020) Е 
3/8 + 1 3-1 | 
= 3/9 – 8/8 +1 
з 5 ап 12 52 12 
Ауре \/8 = 5_ на E 
\2 3 24 33 1 
6 [4 2? 
3.2 
зл8 : 6 = 6/8? : 6/68 = ня" 
5 В 
= №5; а 


Действия с корнями - 6 
различных показате- | /2 · 3/2 · 6/2 = в/23 22:2 = пре =z 
ИА ы но ои 


лей 
Сравнить 4/5 и 2/3. 


4/5 = 12/58 = 12125, 


3/3 = 12/8* = 12/81. - 
128] я | 
Так как 125 > 81, то 12/125 > 281 ‹ 
я 
45 > 38. ` 
Среднее 
геометрическое 
и среднее 
Р арифметическое 
неотрицательных 


чисел 


Таблица 6. СТЕПЕНИ. СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ. 
ФУНКЦИЯ у = 7/х 


Степень с натураль- 


ным показателем 


Степень с целым 
показателем 


Степень 

с рациональным 
показателем для 
неотрицательного 
числа а 


Понятие 

о степени 

с иррацио- 
нальным 
показателем 


Степень с дей- 
ствительным 
показателем 


Свойства 
степеней 


(п = 3,1415...) 


а’, ГЕЕВ | 


т 
а" = "т 
тей, пЕМ 
Если т < 0, тоа> 0. 


Если т> 0,тоа > 0. 


372 = 5: (-1,2)0 = 1; 


Oos 


2 3 

3° = 3/9; 0° =0; 
3 

25° = |258 = 125; 


1 
(0,04)? = ‚/0,04 =0,2; 


1 


(—27)° не определе- 
на. 


2 


38 <з37<3*5 (0,3)? < (0,3)*< < (0,8)! 
431 < 3r < 332 (0,3)15 < (0,3)? < (0,314 
3814 < 87 < 93,15 (0,3)142 < (0,3) < (0,3) 41 


г<0 "| 
а>0 


ар га жар +! 


аР:а = аР" 


a" - b" = (ађ)“ 


(2 = 1,4142...) 


г>0 
а>0 


таблица 6. СТЕПЕНИ. СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ 


а>5ђ>0 |>” 


Свойства 
степеней, г>0 
связанные 
с неравенст- | a>b>0 (a <b" РЭ 
| 
у=? 
y=x" 
Графики 
степенной | 
функции ДЕ) ma 1 
n= 20, 0 І х 
ГЕЕВ 0<р<г<1 9 р<г<0 
Р(у) = [0; +оо); |р Р(у) = (0; +оо); 
Е(у) = [0; +оо); Е(у) = (0; +оо); 
артам на убывает на 


1 

І 

у= 215 Е 
У = 2п+1 М 
пем А р 
~ 


Таблица 7. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 
ШКОЛЬНОГО КУРСА 


Линейная функция у = ах + b 


При а = 0 Е(у) = {b} (постоянная), 
все точки — точки экстремума. 
При а #0 Ely) = В. 


При а > 0 возрастает на R. 
При а < 0 убывает на В. 
Экстремумов нет. 


График — прямая 
у 
у = ах +6 (а < 0) 


y = ax + b (a > 0) 


y=be=0) 


Функция y = kx — прямая nponop- 
циональность (k > 0). 
Нечетная функция. 


у = Кох 


Еү=ї = ky=tgß 


Квадратичная функция у = ах? + bx + с (а + 0) 


= 


О(у) = В. 


При а > 0 убывает на ( —со; хо] и 
возрастает на [х0; +оо), 

ер 5 
Xo = -7g точка минимума, 


Yo = у(х) минимум. 
Е(у) = [уо; +оо). 


При а < 0 возрастает на (—00; xo] 


и убывает на [хо; +оо), 
b 
хо = “50 — точка максимума, 


Yo = у(х) — максимум. 
Е(у) = (—оо; Yol- 


Вид графика — парабола. 
Координаты вершины па- 
раболы: 


b 
хо = -7a 0 = Y0): 
Ось симметрии х = Хр. 
При а < 0 уд — наиболь- 


шее значение, 
При а > 0 уо — наимень- 


шее значение. 


2 у 


Четная функция 


К ца 7 ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ ШКОЛЬНОГО КУРСА: 


Один корень хо; 
график касается 
оси Ох. 


Два корня х1 и Хо; 
график пересе- 
кает ось Ох 
в двух точках. 


Дробно-линейная функция у = azt? (ad – be + 0) 
сх 


Вид графика — гипербола у = k ‚ где k = (ђе = ад)/с“. 
х 


Функция у = Ë (к= 0). 


2(0) = (–оо; 0) U (0; +оо 
Е(у) = (оо; 0) U (0; ее 


промежутка монотон- 
ности (—со; 0) и п 


Вертикальная асимптота х = 0, 
горизонтальная у = 0. 


Эхотремумов нет, 
Seruan функция, 


обратная вале н 


ио 


пропорц 
ность 


У 


Таблица 7. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ ШКОЛЬНОГО КУРСА 


Примеры дробно-линейных функций 


-2 1 А 8 2х 14 3 
== Tar y х+1 5 х+1 У 2х - 3 2х - 8 


3/2 


3 
= х* 3/2; у«-1;у= т. 


х+-;у#2;у= – 


(у) = [0; +оо) = Ебу). | 
Возрастает на (у). 
Әкстремумов нет. 
Четностью и нечетностью 
не обладает. 


В) = (—оо; +оо) = Е(у). 
Возрастает на (у). 
Экстремумов нет. 
Нечетная функция. 


пица Т. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ ШКОЛЬНОГО E 


Таб 
z Т 
Степенная функция у = z 
ООШУП, Оу) = (сео; 0) Ч (0; +==); ВУ) 
п > 0, натуральное п < 0, целое F 
DI 
n — четное | n — нечетное п — четное п — Нети од 
ру) = Е ру) = Е ру) = (=; 0) О (0; +05) ЭМ 
Е(у) = [0; +00) Е(у) = Е Е(у) = (0; +оо) | Е(у)=(=5;0)0 а? 
U (0; +оо) 
| 

0 < 

Четная Нечетная | Четная 

функция функция функция 

п — не целое число 

Ю(у) = [0; +оо) = Е(у) 

— 
е = 
Лог 
== 
~ 


Сравненце 
графиков 
степенных 
Функций 


Таблица 7. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ ШКОЛЬНОГО КУРСА 


Логарифмическая функция 


Показательная функция 
у=а* (а> 0;а=#1) 
у”=а*с1па 


р(у) = Е; Ely) = (0; +оо); 
один промежуток монотонности; 
экстремумов нет. 


а>1 возрастает на В |а > 1 возрастает на Р(у) 
у 


у = loga% (а > 0; а #1) у' = === 


Г(у) = (0; +оо); Е(у) = В; 
один промежуток. монотонности; 
экстремумов нет. 


e = 2,118281828459045... ~ 2,7 — основание натурального 
логарифма (1од„х = Іп х). 


а<ь<1<с<а 


Табл 


Беско- 
нечное 
множест- 
во проме- 
жутков 
монотон- 
ности 


Точки 
миниму- 


Точки 
максиму- 


Проме- 
жутки 


тоянства 


(у < 0) 


ца7. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ ШКОЛЬНОГО e. 


Тригонометрические функции 


Убываетна | Возрасто a 
[2лЁ; п + 27k]; 
возрастает на 

[Сл + 2nk; 216]. 


озрастает на ка. 
ж 

+ 216; 57 + 2л; дом промежут. 
ке непрерывности 

возрастает на 


(-5 + лв; 1 +лЁ 
2 ). 
[3 +212; 5 + 2лЁ]. 2 


х = ле 
(218; п + 2л®) 


(-л + гпб; 2лЁ) 


знакопос- 


SVEVER 


Гр: 


Гра 


> 


Графики 


Монотон- | Возрастает на Убывает Возрастает 
ность Р(у) на Р(у) на D(y) 


1 


Производ- 
ная 


ОСНОВНЫЕ ПРИЕМЫ 


Таблица 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФИКОВ 


Перенос графика у = f(x) 
на вектор р(-а; 0). 


Перенос графика у = f(x) 


ХИ на вектор р (0; b). 


Симметрия относитель- 
но оси абсцисс. 


Симметрия относитель- 
но оси ординат. 


Часть графика в верхней 
полуплоскости и на оси 
абсцисс без изменения, а 
вместо части трафика в 
нижней полуплоскости 


строим симметричную ей 
относительно оси Ох. 


f 


70 


Таблица 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФИКОВ 


| часть графика в правой полуплоскости и на оси орди- 
нат без изменения, а вместо части в левой полуплоско- 
сти строим симметричную правой относительно оси 


filz) 


При k > 1 сжатие k точке (О; 0) вдоль оси абсцисс 
в k раз; при 0 < Е < 1 растяжение от точки (0; 0) вдоль 
оси абсцисс в 1/Ё раз. 


>= 


При Е > 1 растяжение от точки (0; 0) вдоль оси ординат 
в k раз; при 0 < k < 1 сжатие к точке (0; 0) вдоль оси 
ординат в 1/Ё раз. 


_ ГРАФИК УРАВНЕНИЯ 
Таблица 9. двума ПЕРЕМЕННЫМИ 


Прямая линия. 


ах+ у= с 
Окружность 
(x-a)? + (у — b)? = R?| с центром (а; b) 
радиуса R. 


Полуокружность 


пе ЕЛИЈЕ: с центром (0; 0) 


радиуса а. 


Парабола вида 

у = ах“; приа > 0 
ветви вверх, 

при а < 0 ветви вниз; 
вершина 


у = ах? +Ьх+с 


b 
xo = -2а›\0= У(хо)- 


Парабола вида 

х = ay’; npu a > 0 
ветви вправо, 

при а < 0 ветви влево; 
вершина 


Х = а + byte 


b 
Уо = -73 хо = хо). 


к 


[l 


~ 
Ecx 


277 


[EERI 


а: 
с 


Таблица 9. ГРАФИК УРАВНЕНИЯ С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 


Гипербола 


k 
вида y= =; 


(— 000-0) =k 
#0 асимптоты х = а; 


у= Б. 


И +И=1 


|к-а| | ыы E 


m 
m>0,n>0 


Ы-И=1 


«Перекресток» 


Если дан график зависимости Е(х; у) = 0, то график зависимости 
Их – а; у — b) = 0 можно получить переносом всех точек на вектор 
Р(а; Б); 

Трафик Е (ixl; у) = 0 можно получить, оставив часть графика в 


правой полуплоскости и на оси ординат без изменения, а вместо 


Каси в левой полуплоскости построить линию, симметричную 
Правой относительно оси Оу; 

график Р (х; и) = 0 можно получить, оставив часть графика в верхней 
полуплоскости и на оси абсцисс без изменения, а вместо части В 
нижней полуплоскости построить линию, симметричную верхней 


Части графика относительно оси Ох. 


“Ж = = 
И Зец ај 
\ Е P 
DAND E А 


Таблица 10. КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕҢ ; 


j 
2 
Квадратный трехчлен ax“ + bæ + © — это многочлен Второй 


пени; а # 0 — первый коэффициент; b — второй коф сте, 
с — свободный член. Церу. 


по Ь\2 2 
полного квадрата: ах“ + bx + с = a(x + b- 
Выделение р 2 | ч а 


График функции F(x) = ах? + bx + с — парабола; координаты вер. 


b? —4ас р 


а ои) = = о 
2а 4а 4а 
р =? - 4ас — дискриминант квадратного трехчлена. — 
—_—_ 
Корни квадратного трехчлена === 
Е——==5 =: Е Е 
р<0 Квадратный трехчлен не имеет корней и сохраняет знак 2 
первого коэффициента при всех значениях х: 
а: F(x) > 0. 
| 
Дл 
— 
06 
\ ч 
авных ах? 
Квадратный трехчлен имеет один корень (два Р == 
корня) х = ху = жабу, Ў, Пр 
2а ства, ва КЁ ко 
У функции F(x) два промежутка знакопостоян ppur: = 
дом из которых она сохраняет знак первого к P 
aF(x) > 0 (x + х0): а 
( ) ( вершин: == 


Парабола касается оси абсцисс в своей 


Квадратный трехчлен имеет два корня: 


ВЕ, 
1 дау iA 2а 


У Функции Е(х) три промежутка знакопостоянства. 


Теорема Виета 


Если квадратный трехчлен ах? + bx + с (квадратное уравнение 
ах? +bx + с = 0) имеет корни хи хә (т.е. D > 0), то 


b 
ОС о = ===> Хад 
1 2 @ 1' 22 
Дла приведенного (а = 1) квадратного уравнения х? + рх + а=0 
xi t x2=-p, хр'хо=4. 
e 


b 
Обратная теорема: Если числа ѓу и 1; таковы, что & + 2 Ежи 


с 
5. 12 = a’ TO они являются корнями квадратного трехчлена 


ax? + bx + с (квадратного уравнения ах? + bx + с = 0). 


| Пример. Квадратное уравнение x? – (5 + /7)х + 5/7 = 0 имеет 


корни x = 5; х = ,/7. 
—_——— .— ———————————үу——— 


Разложение квадратного трехчлена на линейные множители 


Й ожители не рас- 
Й член на линейные мн 
D<0 Квадратный трех 


кладывается. 


ах? + bx + с = а(х – x)(x- х2) 


Квадратный трехчлен имеет два корня: 


п 205900 БОЮ 
1 2а АЈ га Н 


У функции F(x) три промежутка знакопостоянства. 


Теорема Виета 


Если квадратный трехчлен ах? + bx + с (квадратное уравнение 


ах? + bx + с = 0) имеет корни хи хо (т.е. D > 0), то 


b 
а 55 х1 х9 


Для приведенного (а = 1) квадратного уравнения х? + рх + 4= 0 
xi t x=-p, хр'х;=4. 
инсистира 


b 
Обратная теорема: Если числа t] и 22 таковы, что ѓу + t3 Ежи 


с 
ti: t2 = д9 то они являются корнями квадратного трехчлена 


ax? + bx + © (квадратного уравнения ах? + bx + с = 0). 


_ Пример. Квадратное уравнение х2- (5+ М)х+ 5/7 = 0 имеет 


корни х = 5; х = „7. 
а 
~ Разложение квадратного трехчлена на линейные множители 


Й йные множители не рас- 
2 <0 Квадратный трехчлен на линейн 


кладывается. 


ах? + bx + с = а(х – хх - х2) 


кыс с сй, у 


10. КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН 


а= и 
Составление квадратного трехчлена Т 


с корнями t1 и t2 


= 
Существует бесконечно много квадратных трехчленов с ЈЕ 77, 
ми t E 19; ОНИ имеют вид рия. Г т 
£ 

а(х? = (ti + 12) х + ti . #2), E 

об 

За 


среди них один приведенны й: 
x2 — (1 + 1х + tı tz. 


Пример. Приведенный квадратный трехчлен с корнями 2 и 8, те 
2 – 10x + 16, РЕ 
так как 2+8 = 10, 2:8 = 16. 2 
тете T N авар Чи 
Р ос 2 (а; 
Корни квадратного трехчлена ах + Бх + с 

тазан |: Фо 

положительны, если | отрицательны, если 
Св‹ 


одного знака, если 


с 
X- Xo = —> 
Я 0 


р = Ь2-4ас>0 


Џ 


таблица 11. ПРОГРЕССИИ 


== тельность — функция натурального аргумента. 


`Последоват 


ап = f(n), пем 


атра 
ај = 43; а5 = 47; аз = 53; ... 
| 


Дано: а]; az; ...; 0, _1 
аһ = flan- 1; ал-\ә;...; а1) 


едова- 
Задание посл ] 
тельности формулой 
общего члена 


Задание последова- 
тельности рекур- 
рентным соотноше- 


нием 
Числа Фибоначчи: 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 9177790 
(ау = а; = l; аа у 2 = an + an +) | 

Я = 1 (а Љу“ (1-5 |] 
Формула общего члена: а, вот. ) -= ) | 


Свойства: aj + аз + a5 +... + а, +} = ап + ә; 


a2 + аа + ag +... + а, = а, + 1 — 1. 


Е === 
Арифметической прогрессией называется последовательность, за- 
данная рекуррентным соотношением: а; +} = ар +4, пем 


(aj — первый член прогрессии, 4 — разность прогрессии). 


Геометрической прогрессией называется последовательность, за- 
данная рекуррентным соотношением: bp +1 = Б, q 

(61 =0 — первый член прогрессии; q + 0 — знаменатель прогрес- 
сии). 


Допустимые значения 


Формула общего члена 


Характеристическое 
свойство 


а "а, m E 
Формула суммы Ёл суо 
п первых членов 


-1)4 
гап ) н 


таблица 11 ПРОГРЕССИИ 


дал! 8,1-9 1 
Другие формулы =. ~ р 
и. 7 


. в 
Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия (0 < Ч < 1) y 
О ас — 1. | у 
im g Ў пок * 1-9 с 
bi т 
Формула суммы: |5 = тај л 
=== п 
Примеры л 
0,37 _ 37 Т 
0.37 + 0.0037 +... = т m 
(5; = 0,37; q = 0,01) Т 
НЫ т мн 
1 ‚ 002110 а 
й 1 , == +— = Mi 
0,5(2) = 0,5 + 0,02 + 0,002 +... 2 +1-01 2 %9 =. 
(0, = 0,02; q = 0,1) д 
а. Е — 
Суммирование © 
1+2+3+4+..+л= хах 
1 
Цне + ле ее за 
з (т + 1)? Ф 
иена поз > — 
Примеры ——< 
Если а, арифметическая прогрессия, то à 
1 1 1 1 Г 
са жий ЗАМ ч - ШЕ: Балаа ни зар 
аа, а; га "аза, туяр. и” 
5, 
оста х 
Все натуральны ина в т 
м e числа, дающие при делени ; ~ 
И 5 о лем. 5 


___ 12. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ 
табли& ^^ ОКРУЖНОСТЬ 


ометрической (единичной) ок- 
ется окружность с цен- 
радиуса 1. Точки |0 + 27k < #< 5 + 27k. 


Тригон І четверть: 
ружностью называ 
тром B начале координат, 
единичной окружности можно поставить 
в соответствие действительным числам. 
Числу 0 ставится в соответствие точка 
Ро(1; 0), а каждому числу { ставится в 
соответствие точка Р,, полученная поворо- 
том точки Ро(1; 0) на угол # вокруг нача- | 
ла координат (если t > 0, то поворот осу- 
ществляется против часовой стрелки, ес- 
ли t < 0 — по часовой стрелке). 

Таким образом, каждому депствителљ- | 
ному числу # соответствует, единствен-| Ш четверть: 


ная точка на единичной окружности| л ору <2" 4 отр 
2 


П четверть: 


5+ Оп <і<т + 216. 


P, а каждой точке Р, — бесконечное 
|ТУ четверть: 


ST + ай << 2л + 218. 


множество действительных чисел вида 
t+ 27k, ЕЕ Z. 


Длина дуги PoP, = (0< t< 2л). 


Связь градусной и радианной мер: 


а =л. (E) (радиан); x (радиан) = (= . 180) 6 


Две точки, симметричные относительно 


оси ординат 


оси абсцисс начала координат 


а = t + ПЕ, 
kez 


а = (-1)4 + лп, 
nez 


ины правильного п-угольника, вписанного в е 


одна из вершин Py). 


Р, (а; 5) 


Р, (6; а) 
2 


Р р 
EN b; a) 


Pr- (са; b) 


Косинусом числа t называется 
абсцисса точки Р; единичной 
окружности, а синусом — орди- 
ната этой точки. 


Р{((совї; віп ї) 


Основные формулы 
sin? t + cos? t = l,teR. 


sint 
= — tz! 


Бр 5 trk, kEZ 
cost 
СЕ = пр ет. 1Е2 


Тангенсом числа t называется OT- 
ношение віп ? к соз? (cos t + 0). 


Ось тангенсов — прямая х = 1. 
Котангенсом числа  называет- 
ся отношение сов? к эт t. 


cost 
Се іп? + 0 
ctg t ami (sin ) 
Ось котангенсов — прямая у = 1. 
z=] 


y 
N (ctg t; 1) 


Дополнительные формулы 


1 
ПРЕ +лт те 
cos t 


1 + сір2 = 


L stnk, ЕЁ 
віп ї 
т! 


КЕ ЕЕ = 1,1» 2,122 


Формулы приведения преобразуют тригонометрические функ- 


z 


ции чисел 2 


л Зл 
0,5 та, п-а, п+о, = 


3n 


-@, > + а в тригоно- 


метрические функции числа а Е R. (Удобно считать а углом 


первой четверти.) 


Периодичность 


tg (+ п) = (Е? 


cos (t + 27) = cos t 
Tig x: 


Teos = 27 


ctg (t + n) = ctg t 


sin (t + 2л) = sin t 
Tetg = 7 


Tsin = 27 


л/6 т/4 | 7/3 | * | 
о пе [ма | а [за 


оса 


в прямоугольном треугольнике 
b 


а а b a = 
зіп а = = = = == са" 
с Сова н з а = gag 


Тригонометрические функции 
р 


Приближеные значения 
тригонометрических функций некоторых УГО 


Дш малых положительных чисел sin 


таблица 13. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


— тригонометрических функций по четвертям 


Знаки 


tgan ctga 


Способы нахождения значений 
тригонометрических функций числа (угла) a 


Т по вспомогательном 
по формулам | У 


E треугольнику 
соза = —0,6; П четверть | tg œ = 3; Ш четверть 
2 | 2 раар 

= |1- = Ji- = | 
bin al соза 1-0,36 = 0,8 | — Fio 


sina > 0 > sina = 0,8 1 р 
шо = Па 4 3 


cosa 3 3 

sin а < 0 > sin a = --=— 

паа == | J10 
1 

сово < 0 сова И 


3 


sin а = 0,1; I четверть 


ctg a > 0 > ctga = 


5 
ctg a = 712 ТУ четверть 


1 
== =] + сјр2а = 169 
2 са 144 


по. < 0 а 
p Эта = = 


сов al = Nie ine = И 144 = 


= 15. 
169 13 


99 
сова > 0 => сова = 710" 


1 
ta>0> tgo 5 


cosa > 0 = сова = ү» 


бан 1 ~ 12 ctga > 0 => ctga = ./99 


Таблица 13. ТРИГ ОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


Формулы сложения 


сов (x + y) = сов х сову — зіп х sin y 


= іп х sin 
‘соз (х — у) = соз х cos у + 51 ее К, Г. 


sin (х + у) = віп х созу + соз х зіп у 


зіп (х — у) = sin х созу — соз х віп у | 
sin 2х = 2'sin хс copy 


{ех +tgy т 
ту 415% 5. ТП; 

tg (x + у) l-tgxtgy 2 tg 2х = 248. 

1-х 


уе 5 ли aty +лљље2 ; 

i х= +18, ВЕ 2 
tgx-tgy п 

мо „хл; 

tg (x - y) TEA x5 +a 


т т 
у# 5 +ллух-уг# +тл,пЄ27 
_———_— 
Формулы 
понижения степени 


Дополнительные 
формулы 


2 1 


соз 2 = 2(1 + сов 2х) 1 + соз 2х = 2.60825 


2. 


sine = 5 (1 — сов 22) 1 – cos 2х = 2 sini% 


Гад 2х 


(віп х + cos x)? = 1 + sin 2х віп х 'с08%= 2 


Формулы 
половинного угла 


[сов = = 
2! 5 
2 


cos 2х = 1-20 


sin 


Формулы преобразования 


суммы в произведение i 


aa = 


cos x + cos y = 2 cos 0 "сов 22У 
cos x — cos y = -2 sin = "віл У 
sin z + sin y = 2 sin 220 сов === 
sin х—вї y = 2 sin 722 -cos 220 


in(x + по 


сов х · сову 


ctg x + сш у = SZU tI) ср х – сіу = гп == 
sin x- sin y sin x- sin y 


n i l l E о 
произведения в сумму 


n ИЕ _ 
сов х сов y = 5 (cos (x — у) + cos (х + у)) 
sin x- sin y = 5 (cos (= — y) — cos (x + у) 


sin x сов y = 5 (sin (x + у) + sin (æ = у) 


Формула дополнительного угла 


а 
асозх+Ьвїпх= а? +b? * cos (х = а), где соза = —=. 
а +b 
sina = ‚а? +52 + 0 
а +52 


ЬЬ 


таблица 14. ЛОГАРИФМЫ 


Логарифмом положительного числа а по Положительн 
ому 
R 


не равному единице основанию b называется показатель 


Степени 
в который надо возвести число b, чтобы получить а, , 
loga = c (a > 0; b > 0; b + 1) тогда и только тогда, когда ђе 0 
log, а ~ 
Основное логарифмическое тождество: Б =q. 


Примеры 


| и ЕЕЕ 
1022 8 = 3, так как 23 = 8 | 60,25 16 = -2, так как 0,25"2 = 16 
з 
5 | 
logg 27 = 1,5, так как 92 = 27| 10:25 J5 = 0,25, так как 25025 = „5 


logg (-7) не определен, так как -7 < 0; 
10Е(-2) (-8) не определен, так как —2 < 0, -8 < 0; 
log] 27 не определен, так как не выполнено условие b # 1. 


Логарифмы по основанию 10 называются десятичными 20 4 
рифмами: logio а = lg а. 

Примеры. 

lg 100 = 2; lg 0,0001 =-4; lg 100000000 = 8; 

3 < lg 2156 < 4; -1 <16 0,56 < 0. 


до 
ьными 
Логарифмы по основанию е называются натуР@® 


рифмами: Лов а = ша. 
e = 2,718281828459045... иррациональное число} 


ея 2,7. 


Таблица 14. ЛОГАРИФМЫ 


Свойства логарифмов 


ше в 
loga = 0 Лов а = 1 loga а” = т 


1 1 
юш; = =] log па = = log т а" = 


ш 
т 


Основные соотношения 


Дополнительные соотношения 


Логарифм произведения: 


1 
log, (ab) = log, а + log, b. loga b = БЕТЕ 
Логарифм частного: 5 
log, (a/b) = log, а - log, b. log т b” = = loga b 


Логарифм степени: log ы 0 


loge a” = k log, а. | ок®с Ловре log, b 
Переход K новому основанию: logn b · logm с = Лов b ' Лов. С 
т т п 
loge а | 
1 с | 10.68 logn а 
Примеры 
Е 
1065 logs 6 "e 


„logs 49- logy 25 = „Лот 49 logs 25 = „2.2 = 2. 


1083 7 


Сравнить: 4 moe 


Лора 4 loga 6 log 7 


Tak kak 6 =4 и 1083 7 > 10683 6, то 4 > 6 
C 
Сравнение логарифмов 


108 з 4 


Я Если 0 <а<1и0<х, < х2, то Јова Ху > 10а Х2. 
(знак неравенства меняется) 
Если а>1и 0< x] < хо, то loga х] < 1ова Х2 


(знак неравенства не меняется) 
Шило 1.  _  .  ————=+ 


| Если 1 <а<ь и х>1, то loga > 106; Х. 
Если 0О<а<Ь<1 и х>1, то loga х > ЮЕЬХ. 
Если 1 са <ђ и 0<х<1, то loga% < 108 2. 


Если0<а<сђ<1 и 0<х<1, то loga х < 107 
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Таблица 14. ЛОГАРИФМЫ 


log, а > 0 тогда и только тогда, когда пол 
лежат «по одну сторону от единицы»: а > 0;Ь> 0и 


числа ану | 


е 
G- 16 ~ 1)>0 
log, а < 0 тогда и только тогда, когда положительные = = 


числа аур re. 
жат «по разные стороны от единицы»: а > 0; b > 0 y 


6-16-50. | 
Примеры — ( 
logo,7 0,2 < logo,7 0,11 logg 2 < 1026 11 


108027 > 1050.3 7 1084 5 < 103 5 < 10836 > 108; 5 < 1083 6 6 
] 
Сравнить log; 15 и „/17. р 
Так как log4 15 < 4, а 17 > 4, то F 
_log415 < /17. - 2 
~ И СЕ 
Сравнить 1053 4 и Пор, 5. 2 
1 способ. 10534 ? 10545 А 
logg4-1 ? 10845-1 = 
4 5 
logs 3 2 Лора 4 = 
4 5 
Так как 3 > 4° то — 
4 5 5 а 
log 5 > log = > log4 -, х 
8 4 4 Е 
т. е. 1083 4 > Лов, 5. 
3 4 m+) I 
11 способ. Рассмотрим функцию f(x) = log, (х +1)= = nx 
~ 
upa x> 1. И 
: ln x _ ln(x + 1) 1) 20 Р 5 - 
7 х +1 х хш х-(х+1)ш (+ <0 Е 
f(x) = 2 = 27 И Б 
(а х) x(x + 1) (ln x) Зз. 


при х> 1. z5 
Значит, logg 4 > log4 5, так как функция f(x) убывает. р 


Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 


Корнем уравнения называется значение переменной, при под- 
становке которого в уравнение получается верное равенство. 
Примеры 


х3 + х = 0 — один корень: х = 0. 


(«2+ х- 12). „+3 = 0 — два корня: х = -3, х = 3 


віп (лх) = 0 — бесконечное число корней х Е 2. 


х2 + 2х +1 = (х + 1)? — верно при всех х Е R. 


х? = х? + 1 — нет корней (пустое множество корней Ø). 


л 
Два уравнения называются равносильными, если множества их 
корней совпадают. 


Примеры 

х= х+2 и х2-х-2=0 равносильны. 
х'+2=-16 и віпЗх= 2? равносильны. 
Је =2х-6 и х= (2х - 6) неравносильны. 


Неравносильные преобразования 


могут привести к: 


потере корня 


х(х + 5) = 2х 
х+5=2 

х= -3 
Потерян корень х = 0. 


правильное решение: 
x? + 5х -2х=0 

х2 + 3х =0 
x(x + 3) =0 
х= 0; х=-3 


появлению «посторонних» корней 


2 правильное решение: 
х +х-1 _ 4х-3 


х-1 x-i г 
| 2 +х-1=4х-3 x+l 
х2-85+2-0 


Хх =1их=2 


{сус =0 
«Посторонний» корень х = 1. 


х#1 
Ответ: х = 2. 
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Таблица 15. УРАВНЕНИЯ ка 


—— Методы решения уравновиу — 


Разложение на множители „= 


Произведение нескольких множителей равно нулю 
„ 


если 
бы один из них ноль, а остальные при этом существуют, Хотя == 
х=] 
+2 и. 
(= 12-4): Је =0 $ 2 S| х-2 Опет: = 
х х= 0 
х>0 == 
Р 
Замена переменной т ( 
(2 + 1) + x? = 1- 2x <> (х + 1)' +(x? + 22 + 1 = 26 
2 Г 1 2 
t=(x+1) >0 eg == F 
( ) >21 |:=-2 >1=1> z 2 
2 "A || х=0 
t +t-2=0 
| #20 
ага. аттика зонани. 
Использование монотонности s 
2% + 5% = 29. Функция f(x) = 25 + 57 возрастает; f(2) = 29 > 
=> х = 2 — единственный корень. a 
Сравнение обеих частей по величине 
7 =a 
іп х<1 ә 
sin” x — с0522 х= 1 <> sinl х = 1 + соѕ22 х, = 22 = 
1 +с08 91 Пр 
Кв: 
sin x = 1 іпх= 1 л х2 
= 4 © о х= 5 +2пл‚,п©ёЁ $ аб 
cos х = (0) совх = 0 Ес; 
Использование однородности х 
Ble + 8)? — A(x + Ву(х? + 2х + 2) + (x? + 2х + @° =0, А , 
Пусть х + 8 = а; х2 + 2х + 2 = b. Тогда 3a? – 46 + bi © Sa 
= 2646. b 
ainz 3: а=Ьилиа = 5. | ~ 
3 в 
X HB= x? + 2х +2 [3х + 24 = 32 + 27 + 2 єт: "82 | ах 
х?^+х-6—0 2 Отв а 
х°-х-22=0 ке 
Хї=-8;х›=2 1+ /88 
та + 


Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 
“<и Линейные уравнения 
(приводимые к виду ах = Б) 


а+0 
один корень 


а= = 0 
бесконечное 
множество корней 
GSR 


а=0,Ь=0 


Е решений нет 


ес 


Квадратные уравнения 
(приводимые к виду ах? + 6х +с=0 (а = 0)) 


е _____________ 
Равносильными преобразованиями уравнение приводится к виду 
а _ дас к ~ 5 
(z+ . Наличие корней зависит от'знака выражения: 


D =b? - 4ас (дискриминант квадратного уравнения). 
D<0 D=0 


D > 0 два корня 


~ b S = / 
корней нет один корень х = -77 А = JD, p —— D 
2a | а 
| 


Частные формулы для решения квадратных уравнений 
| 


— ВИЙ 
| Приведенное Квадратное уравнение 
квадратное уравнение с четным вторым коэффициентом 


22+ рх+4=0 (а=1) ах? + 2Ех+с=0 (Ь=2Ё) 


— v 
5 
о 
= 
= 
© 
5 
ЫШ 
È 
Е 
[5] 
5 
Ф 
5 
5) 
w 
я 
© 
я 
by 
С] 


, решений нет; 


если ас < 0, x = + Б. 


х(ах + b) = 0 два корня: 


один корень 


b 
= ===. =0 
х=0,х = х 
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Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 


Разложение на множители 
х9-2х°-х+2=0 

хх - 2)-(х-2)=0 

(«= 2022-1)=0= х= 2; x= 41 


Применение схемы Горнера 
х — 4х2 +х+6=0 


=> х= -1 
5х += 2 


2х4 — 5х9 + 6х2 – 57 + 2 = 0 
Так как х = 0 не является кор- 
нем, можно делить на х2. 


2х2 – 5» + 6 – 5 Р. = 0, 
х 2 


2(x? + =) -5(= + 1) +6=0. 
Подстановка: у = х + 1; 

1 

вз: 


2002 — 2) – Бу +6 = 0 
гу“—5у+ 2 =0 


у? —2 = 52+ 


Уравнение „//(х) = glx) 


равносильно системе: 
Ко) = в°(х) 


&(х)>0 


Алгебраические уравнения высших 
(приводимые к виду f(x) = 0, где f(x) — Многочлен 
Степени вы 


Уравнение „//(®) =“ 
равносильно системе“ 


3-3+2<0 


х®% + х=6.Љ 


+ 3х + 4)2 =0 


степ 


xt- 8х9 +20, ан 


енед 


enne) 


Пусть у = х2 + 3x + 4. 


Тогда 3x? + 4xy + y =0. 


Решаем относительно ©: 


1 
x= -y te Ezi 


Следовательно, 


|, = -x -3x-4 


Зх = -x° -3х-4 


Ответ: -2; -3 #46. 


f(x) = #(х) 


- Ж 


бај» 0 (или 1607 ) 


t 


И. 


Использование Жонотонностщ 
х + х – 65 =0 


Функция Р(х) = х3 + х возру. 
тает на Е; F( J5) = 6.5 э 


эх = 3 БЕШЕ В 
Возвратное уравнение E 


Использование однородности 
3х2 + 4хҗ(х? + 3x +4) + (+ 


_ ~ 


Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 


Иррациональные уравнения 


Простейшие 


„Зх +1 =2 
3х +1=4 
х= 1 


А1 -2х =-5 


корней нет 


Возведение обеих частей уравнения 
в степень 


‚[5х + 6 + /8х+4 =2% 


Замена переменной 


р 42-х = 8х + 8 
Пусть у = /2-х > 0. 


Тогда х = 2 – у? 
иу = 3(2 - 92) +8 = 


5х +620; Зх +4> 0 
<> бх +6 + 3х +4 + <> 


+2./(5х + 6) (35 +4) = 4 


у>0 
зу?+у-14 = 0 


> = 


се 5х+6>0 R 


N(5x + 6)(3х +4) = -4x -3 


oy =2 9 /2-х =2 0 


ә х=-—2 
5х+6>0; —х-3>20 > 


(5х +6)(8% +4) = (4=-3)* 


бх = –1 


Уравнения, связанные со степенной функцией 


у= 8х ER 


2 TAS ДАБ, 3+5 
буг +у-6=0 6 =“ 
y-6 > у= 5/5 -1,у= ЗЕ =- х 
эу= 1; у= -2 <0 х2=4 
Е (0 „216 х =32 
x3 РЕЧІ х= (5) 125 Ответ: 
х=2. 


СИМ ЧҮ ОТ. 
Ответ: х = 1; x 125 ° 


Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 


Показательные уравнения 
Решение простейших показательных уравнений основано 5 
нотонности показательной функции у = а (а> 0, а= 1, Do- ~ 
Е(у) = (0; +00)). 
Простейшее показательное уравнение а“=ђриђ> 0 ме T 
ственное решение, записывающееся в общем виде х = о 5 


R, 


При b < 0 решений нет. 


6* = 36 


107 = 3 |e” = 2 6252 = -05 
х = logg 36 


х = 16 3 х = In 2 решений 
нет 


Уравненил вида al) = а) равносильны уравнению (х) = g(x). 


Методы решения показательных уравнений 


Приведение Логарифмирование 
к одному основанию обеих частей уравнения 
х | 
57. 0,2 = 125°. Љ 61/7 . 25 = 12 
ЗЕТ Логарифмируем по основанию 2: 


ере 2 2 
Go = 5:5 По; 6 + = 1082 12 © 


Зх +1 


БЫШ = = = 1 + 10653 + x? = (2 + 1082 3% 
-0 
Зх +1 x? – (2 + 102 3)х + (1 +1929 
> => х= -3 | Ответ: x = 1; х = 1 +10Ё29 


грененной 


Вынесение Составление отношения |Замена п 


за скобку 21-6 
T: + 15+ ® = 350 [4% — 49-1. 3+2 81 елу 0 

0 
Т^(1 + 72) = 350 |4* - 1(4 – 1) = 3*- (33 – y? + 5y бо 
с: 350 4Х-1.8 = 37 - 1. 26 уз У 0 
7 = 7 х 1227 

1+7 4571 26 үлух-1 2657 | 

х=1 а т (5) 


85-1 8 


z= log, 26 +1 
8 
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Использование 
однородности 


3 - 16% = 125 д. ох 


+ Завуалированное» 
обратное число 


(6-2 +5 +2) = 18 ; 254 5= = 29 

(6-25 +2) = Делим на т> 0: || а + 5 
-4=1 . (1б\* _ (12\я возрастает на В. 

ОВА 3. (5) (5) = 4002) = 29 > 


Пусть (/5 — 2) =у> 0 
4\2х 4\х 

1 = о{(к=) = (2) = до 

=> ›=9+4, 3 Ө (5) 4=0 


(5 -2*=9-44 = пусть (8) 
=(/5 - 2): => х= 2 
(6-2) -9+45 = К 
= (5 +2)2= (5 -2) 25 |Y = 3; у =-1<0 = 


=-2 
О. 2; —2. (5) = Е => х =1 


x = 2 — единст. 
венный корень. 


Логарифмические уравнения 
Решение простейших логарифмических уравнений основано на 
монотонности логарифмической функции у = log, x (а > 0; а = 1; 
D(y) = (0; +оо); Е(у) = Е). 
__—_———— > 
Типы простейших логарифмических уравнений 
г Е та шна НЫ 
1) log, x =b при всех допустимых а имеет единственное решение 


х = а. 


2) log, (/(х)) = b равносильно уравнению f(x) = а?. 


3) ова (/(х)) = g(x) равносильно уравнению f(x) = a, 


f(x) = g(x) 


4) log, (f(x)) = loga (g(x)) равносильно системе: Кх)>0 
#(х)>0 


Причем любую из двух последних строк можно (и, как пра- 
ВИЛО, нужно) опустить. 


В Логар 


Са ифмических уравнениях, как правило, совершенно 


язательно находить области существования функций, вхо- 

вах В Уравнение. Достаточно проверить, какие из получен- 

всу ОРней уравнения системы удовлетворяют неравенствам 
Системе. 
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таблица 15. УРАВНЕНИЯ 
Уравнения, сводлшиесл ; nunga _ 
Л r 
= 1 СР ар = = 
loga (22 + х— 2) 1 + logg х <> 1082 ( x — 2) = log, Rya $ 
2 х=- 2 
езе зх х -—х-2-0 с | 5 
2х>0 х>0 5 ВАДИ = 
х>0 
Потенцирование уравнений, 
сводящихся к типу 4 р 
Замена переменной х Е 
log; (х + 1) + loga (5) =2- 2log; (z) © 
(9) + lg х= 7 8 9 
1 
(12 10—15 х) +1ех=17 | <> Јов (х + 1) – 10815 = 1019 = Пор (2) > 
у = Ех => 8 3 3 8 Т 
(1-0 +у-7= мо 
= 3 ех = 8 |‹ 2(х 1© | 
E = 5 <> 108} 2(х +1) = 1071 ===> 
у=-2 |1Ех = -2 8 х з 9х si 
Omsem: 0 ба 
х> 11 -3 
== 0 , == б = = 
х = 1000; х = 0,01 25 2(х+1) _ № = ан Е 
х 
Уравнение с неизвестным в основании логарифма 
log, 5 = 3 > | 
x>0 | 
x+1l х#-1 
log 2х = 0,5 <> E 
х5 = 5 ы (-х) 2 2 25 
>х= 3/5 х<0 
Ответ: 8/5 . 520 24 1 l 
=! х#1 = x>0 2 = 56 ~ 
х“-1 х=1 
| = x 


Ответ: x Є (0; 1) U (1; +оо). 
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Тригонометрические уравнения 


х = +агссов а + 2лп, 
nez 


При [а] < 1: 
0 < агссоз а < n 


р 
т 
м 
я 
о 
м. 
5 
е 
^ 


сов(агссоз а) = а 
arccos (–а) = 
= л — arccos а 


sin(arcsin а) = а 
arcsin (–а) = 
= -arcsin а 


0 < arcctga < п 
ctg (arcctg а) = а 
агссір (-а) = 

= п — агсс а 


1 к 
2 ега < 5 
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sin (f(x)) = а 


при [а| < 1: при la| < 1: 


| f(x) = arcsin а + 2лп| f(x) = +агссоѕ а + 2лл|(х) = arctga +m 
f(x) = п -arcsin а + nez 
+ 2тп 
nez 


Методы Решения тригонометрических уравнении 


= UUO 
Тригонометрические уравнения, приводимые к уравнениям ст 
одной тригонометрической функции одной переменной, решают» 
ся (как правило) подстановкой. 


sin? х + 4605 х = 2,75 tg x + 3ctg x = 4 
1 — сов? x + 4cos x = 2,75 
cosx=t; ||<]1 
t- 4t+1,75=0 

1 


7 
t= 5; #=5>1 


3 
— =4 
тт 


ш х => 
:2—4: +8=0 
t=];t=3 


х=+а + 21, nez 


х= 2 Фил п, ЕЁ 


х = arctg 3 +7 
сов? х + сов 4х = 0,25 
0,5(1 + сов 2х) + 
сов 2х = и; Ш < 


20087 2x — 1 = 0,25 
1 
4и? и – 1,5 =0 


= 1. 8 
u PUEA 
x=4l 


Б] 
2 агосов(-— + + nn; х= + +лл, nez 


( ч Таблица 15. УРАВНЕНИЯ 
' Однородные тригонометрические уравнения 
и уравнения, сводящиеся к ним 


дап x * cos х — cos? x = 0 


соз x(2sin х = cos х) = 0 


5sin? х + віп x сов х — 20082 
5511 x + sin 2 сов — 2008 
= 20082 x + 2sin? х 

3sin? х + віп x- сов х — 40062 
cos х + 0. Делим на соз2 х: 
33 х + их -4=0— 


х=2 
т x= 

wosr=0>x= 5 +лљте 2 

2sin x — cos x = 0 

Корни уравнения cos х = 0 не 

удовлетворяют этому уравнению. 

Делим на cos хз 0: 

21х-1=0 


х=0 


4 
ће х = 1: === 
Ех= 1; tgx 3 


T 4 
23 9 + nn; х = -arctg а + пр; 
n kez 


1 
пазе 


х= эго» +тл,пє27 


Разложение на множители 


e 
“віп x cos x — 2 = cos x -2 J3 sin x 


„2 sin х > cos x — cos x – 2 + 2/2sinx=0 
cos x( J2 sin x — 1) – 2(1 - „/5 sin x)=0 
(-/2вїп х— 1)(cos х + 2) = 0 
J2sinx -1 = 0 
совх +2 = 0 
1 


sin z = — 
J2 


х= (-1)°. 2 + пл; 
nez 
Cos х = –2, корней нет. 


Уравнения, решаемые на основе условия 
равенства тригонометрических функций 


sin f(x) = sin Ф(х) сов f(x) = соз ф(х) |+ f(x) = tg ф(х) 


f(x) = ф(х) +тп 


ф(х)+5 +! 


[л (х) = оху + 27k Ке) = ф(х) + aam 
(т) 8 f(x) = —ф(х) + 2л 
nez, К) та nEZ,kEZ 


nEZ,lEZ 
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Уравнения с обратными тригоно, жетрическицү Н 
Финаца 
л 


О<а<т 8) 
ре 
x = сова © 
Ё 
п л к п 
-= = > =; ы 
а< 2 или а> 5 а<0илиа njas 5 или a> а с0илиау, 2 
решений нет | решений нет 2 
= А За 
Уравнения с параметрами і 0! 
— ———Ю—_———_ 0: 
2х +3 — 
Решить уравнение = 0 для каждого значения а, 
Ш 
2х +8 = 0 и. 
Данное уравнение равносильно системе , 
х-а#0 ч Ес 
7 не 
х = —— си. 
У 
ха. Р 
Ур 
; 3 3 3 нет. 
Ответ: при а #—5 х==5: при а= 2 решений ра 
не. 
Найти все такие значения р, для которых один из корней ег. z 
ния х2 — 3px + 2p? = 0 pasem 1, и для каждого такого значени © 
найти остальные корни. 1, необхо- т 
Для того чтобы Один из корней уравнения был равен "rla = 
ДИМО и достаточно, чтобы 12 — 8р. 1 + 2р2 = 0, т.е. 2р2 8 На 
1 Кој 
р =1, Ро = с. 
2 Mp 
Ipa p= 1 x? — 3x +2 = 0, хү = 1,х = 2; 
прир = 1 2 _ 8 1 0, x: = 1 5 | 
р 2 х 2*+2 = „х= 1, х2 2° 1 1 $ 
б т у 
Omeem: при p = 1 u npu p = 1. При р=1 хо = 2;3прир"2 00 5 Н о 
р = „ pz я н т ч 
+ 56 } <4 d 
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Уравнения с параметрами (продолжение) 


При каких значениях а уравнение 4* - (а + 2) 25 
в) хотя бы одно решение; б) ровно одно решение; 
решения? 

Сделаем замену 2 = t, 

2 -(а+2)-1+ га = 0, ti = 4, 1 = 2, 


+ га = 0 имеет 
в) более одного 


2* = 2, Х = 1 при любом а. 
2: = а, при а < 0 решений нет; приа>0 х= 102 а. 
Заметим, что при а = 2 х = 1 совпадает с первым корнем. 


Ответ: а) при всех значениях а; б) при а 
0<а<2иа> 2. 


аа ИН 
При каких значениях b уравнения sin? х — (3 + b) sin х + 3b = 0 
и x? = b равносильны? 


<0иа = 2; в) при 


Если первое уравнение имеет решение Yo, то оно имеет и беско- 
нечно много решений вида хо + 2тЁ, т. е. не может быть равно- 
сильно уравнению х2 = b, имеющему не более двух решений. 
Уравнения равносильны, если они оба не имеют решений. 
Уравнение х2 = b при b < 0 не имеет решений, второе уравнение 


віп x = b 


Равносильно объединению [ не имеющему решений 


sin х = 8, 
приђ < —] или b > 1. Таким образом, оба уравнения не имеют ре- 


Шений, т. е. равносильны при b < -1. 
Ответ: при b < —1. 


Ее с поља. ини С 5 
Найти все значения ‘р, при которых сумма действительных 


Корней уравнения х2 — рх + 3 = 0 меньше пяти. 
При 0 >0 +, 


= р. 
Р<5 р<5 
= —оо; –2./81012-/8; 5). 
|; Шо” 
Ответ: р e (—со; –2,/810[2/8; 5). 
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Уравнения с параметрами (ponon) та 
х? в 
При каких значениях т уравнения х + 3x - ть 0и т? 


имеют общий корень? Для каждого такого значения m ы +30 
корень. А е айти ото 
Пусть t — общий корень уравнений. Составим систему = 
нений с двумя неизвестными (t u т): Двух урар, 
2 
# + 3: - т = 0 12+ 3) = т t =. = 
2 > | ‚ © +3) = у 
m +:+8=0 +3 = -т m= om © у 
tt + 8) = т | 
> [т = 0 
[ж 
х? + 8х = 0 
При m = 0 | общий корень х = –8; 
х+8=0 
приФ=-1 m =(-1)(-1 +8) =-2. е 


x + 3х+2-0 З 
| д общий корень х = -]. 
-2x +х+3=0 

Ответ: при m =-2 х= -1; прит= 0 х= -3. 

— ЕЛЕНИ = з Т ____ 

Найти все пары действительных чисел а и Б, при которых уравнение Or 
lx- 1] + |x + 3| = ах + b имеет бесконечное множество решений. 


-2x -2 при х<-8 
lx- 1] + [5 + 3] = 4 при -3 < х<1 | 


2х + 2 при х21 ах +0 
Уравнение имеет бесконечное множество решений, если 
тождественно равно –2х – 2, т.е. а = –2; b = – => 
Аналогично ах + Ь тождественно равно 4, т. е. а = 0; = 
Аналогично а = 2; b = 2. Ответ: (—2; —2); (0; 4); (2; 2): 


два кор“ 
При каких значениях т уравнение x? = тх +1=0 име? S 
ня, расстояние между которыми HA числовой оси рн 
Уравнение имеет два различных корня, если D > 0, т. но 


и 
т — 4 > 0. Расстояние между корнями на числовой 0C 


= JD 
БЕЗЕ эту ур 
ЈЕ о 
Имеем систему: |Е 2210 = ЈЕ = 2,2 у } 
Jm — 4 = 2 m = -2/2 


Ответ: m = -2/2 , m = 2/2. 


16. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 


ица 
табл СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 


Метод подстановки 


2 (9 Хх 6 
К. У 5 Е 
2. Зу=4 2 .6- х Е 
х +80 З = 4 5х - 3х -2 = 0 
6 х= - 
г Б 
у= 
5 _ 32 
е А <> у 25 
5 
Е х= 1 
у= 1 


Ответ: єў; = ), (1; 1). 


жа 


И" 2 у= п - 2х 
с08(8х – 2y) = 0,5 cos(3x – гл + 4х) = 0,5 


п 2nk 
E E GII DEAETE 
Е 19r 4лЕ 
сов7х = 0,5 ТОРТ Е 
-| ~ п kez 
ут т- 2x ЕЕЕ: 2тл 
от 507 
23n Ылл 
21 7 
Ответ: (№ ‚ 2nk 19r 4лЕ 
(др + 2%, 19 в). 
И -X , 2лп 23л Алп 
(рели 81), кєл 


Е Метод алгебраического сложенна | —_ 


| сови 
| + 2у = 9 умножим на 3 z ha + бу = 27 Уравнения 


7х - Зу = 1 умножим на 2 14х – бу = 2 с | 2 
с. № и 2 

у “| 
29х = 29 х= ] "ЕЯ др с 
<> ДА | 0 
7х 83у = 1 у= 2 ЕЕ | >= 

_Ответ: (1; 2). “ 
 ————————————-———-—-—н С 
соз х сову = 0,75 сложим уравнения системы | 

sin x sin у = 0,25 вычтем уравнения системы 
в“. sinx sin y = 1 cos(x = y)=1 3 . ЬЕ. & 
cos хсоз у — sinx эту = 0,5 соз(х + у) = 0,5 
х – у = гле 
л 2 (1 
х- у = 2лЕ х+ут 5+ лп 

п <> (2 
x+y +3 + 21п ОЕ k 


x +y = -3 + 2an 


Ответ: E + п(п + k); 6 ү res k)); 


Св + n(n + k); == + пп – О} „вед 


Ге Таблица 16. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 


Дополнительные методы 


Применение теоремы Виета Си мметрические систем 
ы 


х+ут 5 
2 2 
е изза 
х,у — корни уравнения: х+у-ху=1 
= Ба+4=0. 2 
а=1;а=4. |е = 29) - 3q = -1 
Ответ: (1; 4); (4; 1). -9=1 


Сведение к объединению более простых систем 
F - бху + 4y? = с е = 0 
3х2 -2у = 8 3х2 -2у=8 


х-у = 0 
2 (1) 
3х -2у = 8 


| 4у = 0 


е 


(2) 
3х2 -2y = 8 
| =y (2; 2) 
<> 
3х°—-2х-8=0 (4/5; -4/3) 
| = 4y к ( + ./385. 1+ 5985), (5 - ./885 1 = 2588) 
Ө – у – 4—0 ПЗ 4 12 ° 48 


Я 
Использование однородности 


(1) 


(2) 


8х°- 
| Я Бе 5 Умножим первое уравнение на (-3), 
хо + 2у° = 3 второе — на 5 и сложим. 
(үа 
| 9х + 3xy -3y = -15 ела 
=> = 


2 
5= +10? = 15 х®+2у* = 3 


А з = [к 
( х? + 2у* = 3 <; 1) 
У+х)(7у-4х) = 
$ х) = 0 
Ее 2 = (58; = 
у =3 Е 9 9 


Таблица 17. НЕРАВЕНСТВА 


Строгие неравенства 


Число а > b (а больше Б), если разность (а - b) 
положительное число. 

Если а < b, то b > а. В этом случае разность 
(а — 5) отрицательное число. 


Свойства числовых неравенств 


а, b — любые числа а, b — положительные числа 


Еслиа>Виб > с, тоа с (свой- 
ство транзитивности). 
Eum a >b, тоа+с>Ь+с(сЄ В). | Если а > b> Оис>а>0, то 


Если а > б > 0, то СО 
аб 


Если а > b и с положительное E bd. 
>b> Е 
число, то ас > бе. Еслиа > b и ТЕМ, то 
а" > 5". 


Если а > Би с отрицательное 
число, то ас < бе. 
Еслиа> Вис>а, юа+с> ба. 


Если а >65 >0и тЕМ, то 


ma > "5. 


Двойное неравенство (а < b < с) 
ООН 


Сложение двойных неравенств 

а<5<с, рст<фа > а+р<ь+т<с+9 

Умножение двойных неравенств с положительными членами 
О<а<ь<с О<р<т<а = ар <бт < сд 


о шшс 


Методы доказательства неравенств 


В метолыдоказательства пера ИН 


ельна, то 
Составление разности (если разность двух чисел пол 
уменьшаемое больше вычитаемого). 
Метод использования известных неравенств. 
ости). 
Метод усиления (использование транзитивн ) низводно!“ 


Использование монотонности функции, применение — 


Пример. Доказать неравенство: е > 1 + х прих >0. 0 при 


-1> 
Рассмотрим функцию f(x) = е = 1-х. f 0) = с ЕЕ /(0) "0. 
х > 0. Следовательно, f(x) возрастает на [0; +оо). 

Значит, f(x) > 0 при х > 0. При х = 0 неравене 


в равенство. Итак, е — 1 – х > 0, то есть ехэ1+2 


62. 


= Гг м 


ара 
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Сравнение средних величин положительных чисел 
(а>%Ь>0,а,>0,пе) 


двух чисел 


п чисел 
Среднее 


арифметическое 


a+b 


2 ау+а»+...+а„Һ 


п 


Среднее двух чисел п чисел 
геометрическое jab njaj ag a, 


двух чисел п чисел 
Среднее 2ab n 
гармоническое a+b 1 Кр ыл с үл, 2. 


п чисел 


Среднее n 
квадратичное aj tas +... а, 


(верно и для п чисел) 


Линейные неравенства 
(приводимые к виду ах > b; ах > b; ах < b; ах < b) 


‘6 — Л) > (5 - М) | 


_ © СТ так как Љ — J7 <0 
_ ЕС; 1) 


_ 
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Квадратные неравенства ===“ 


(приводимые к виду ах? + бх+с> 0, ах? +5х+ eh 


Для решения квадратного неравенства в 


= а> 0) 
ычислим диск ИМИН, 
D =b? – 4аси определим корни квадр Е 9 


атного трехчлена, 


— –——и AD 
x E (-55; xo) Ux E (ос; 20 
Y (хө; +оо U (ху; +оо) 


Простейшие иррациональные неравенства 


Неравенство 


ах? +bx+c>0 


2 


ах“ + bx + с < 0 [решений нет 


Jz <a Jx >a 
a<0 решений нет х2О>хЕ [0; +оо) 
а=0 решенић нет x > 0 юх (0; +оо) 


а> 0 | 0<х <а2, хє [0; a?) | х > а? ох є (а?; +оо) 
Мх) < а(х) JE) > ga) МТ) > 8@) 


осильно системе! равносильно объеди- | равносильно системе“ 
р 
нению систем 


а(х) > 0 И: ыш 
Кх) < #°(х) f(x) > 0 #(х) > 0 
f(x) > 0 g(x) > 0 

о 


Простейшие показательные неравенства 


нет 
решений 
атара | Сел 
x < logam |/(Х) > logam 
х)> 20), 


при а > 1 равносильно неравенству f ко < 
при О < а < 1 равносильно н — 


т< 0; 
а> 0, а+1 
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Простейшие логарифмические неравенства 


ЫЗ р 0 >. 


т. 
х>0 


logaf(x) > т 


| <а" 
Тх)>0 


logaf(x) < logag(x) 


log н(х)/(х) < log (хх) 


приа > 1 при 9 <а<1 равносильно объединению | 
равносильно равносильно систем неравенств: 
системе системе | 


| Н(х)>0 
pe | «= | Po Н(«)<1 
[(х)> 0 в0)>0 | Р и ба) > (+) 
| 
| 


g(x)>0 


sin x < -1,3 


x Є R, так как 


sin x < 1 < 1,8 


решений нет, 
-l ет х<1 


є (окп = Я; ТК +2лп) 
neZ 
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cos х < -30,7 | созх<1п8 ОГ) го 5> -8 


| x Є В, так как | х Е, так как | решений нет, 
решений нет | соз х<1< ШЗ 


r) 


51+ 2% 


xE (2лл +3; 3 


пе: 


x Е(2глл— 
arccos 0,7 + 2лп, 
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~ 
Д 
~ 
в 
7 
=== 
| л 
RE (тл; 2 +лл), nez 
Более сложные примеры. 
решения тригонометрических неравенств 
3 
cos (2x - =) < 0 

1 Ё Б] 

= 2х - 51 
7 8 

созї<0 


іє (лп +7; 37 +2лл) 


(их >-,/8 


пл 
хе B а їлп], ПЕ? 


2 
бсоз“х — согх—1<0 


Пусть у = соз х. Тогда 
і + = + Ё 
| < 0 1 1 у 
л <1 К 


1 1 1 1 
=A 17657 > а < 9082 < 5 | 


xE ((2лл — агссоз ( 2); 27п. - arccos 2 


о (глл + агссов 5 : 2тп + акссов (-5)) 
или 


ге = (ела — агссов (-5) 2тп - =) © 
U (= + 2лл; агссо5 (-5) + 2лп), пе: 


8 


68- 


\ 
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зіп х — зіп 2x < 0 


(1 - 2 032) < 0 


sing 

Используем метод интервалов на три- 
тонометрической окружности, считая 
xz E [0; 2л). 


Е) = sinx (1 – 2 совх) 


п. бл 
Қх)=0 > х= 0; 1; 55 3 - 


хе [ап +3; х+2тл | о 
1 

и [епа + FS 2л + 2лп |, nez 
=a 


Примеры неравенств 


с обратными тригонометрическими функциями 


ЕЕ 


arccos x < -5 arrcos x > —4 
x [-1; 1] 


arccos x > 1 
x Є [-1; cos 1) 


T 
Д arccos x < 5 
решений нет, | 3 


так как 
0< arccos x < п 


хЕ (0,5; 1] 


arcsin x > 0 
хЕ (0; 1] 


arcsin x < -1,7 


решений нет, 


так как 


юа 


п А 
22 < агсѕіп х < 


arctg x < 0 
х Є (—°°; 0] 


arctg x > 5 
У b arctg x < Т 
решений нет 


x E (-00;tg = 
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Метод интервалов (промежутков) — 


Методом интервалов решают неравенства, приведенные к 
F(x) > 0 или F(x) < 0, (Р(х) > 0 или Р(х) < 0). виду 
Метод основан на том, что непрерывная на промежутке функ 
ция может менять знак только в тех точках, где ее значение 
равно нулю (но может и не менять). 


Алгоритм применения метода 

Найдем Р(Е(х)) и промежутки, на кот 
Найдем нули функции Е(х) 
Нанесем на числову 


орых F(x) непрерывна, 
— значения х, при которых Е(х) = 0, 
ю ось найденные промежутки и нули. 
Определим интервалы знакопостоянства и в каждом из них по- 
ставим найденный подсчетом или рассуждением знак. 
Выпишем ответ. 

z 


a a 
Примеры 


x(x — 4)(х + 5)2> 0 

Рассмотрим функцию F(x) = x(x — 4)(х + 5)2. 

D(F) = Е, функция непрерывна на R. 

F(x) = 0 в точках х = 0; х= 4; х = –5. - 
Е(-6) > 0; Е(-1) > 0; Е(1) < 0; Е(5) > 0. = = 
Ответ: (-œ%; –5) U (-5; 0) U (4; со). =5 0 4 


x(x — 4)(х + 5)? < 0 при x E {-5} о [0; 4]. 


x(x + 2) 
5212) < 0. Рассмотрим функцию Е(х) = ==. 
== 
D (Е) = (-55; 5) 0 (5; оо). 
Е(х) = 0 в точках х = 0; х = -2. 


= + 
Е(-3) < 0; ЕС1) > 0; КО) < 0; Е(6) > 0. DAO 
Ответ: (—00; —2] U [0; 5). 
– 2х > 0. 
М8х +1 > 2х. Приведем неравенство к виду: 3х +1 -2x 
F(x) = /3х +1 - 2х. 
D(F) = -5 ; +09). Найдем нули этой функции. 


х20 (Сылу ЖБ 
М8х +1 -=-ое{ 


1 
Зх+1 = 4х” — 


E(x) = 0 при х = 1. Е(0) > 0; Е(5) < 0. 


7 ~ 


з"аћлем 
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таблица 18. НЕРАВЕНСТВА 
С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 


ах tby + с > 0 и ах + Бу + с < 0 — полуплоскости (а? + 52 = 0) 
траница — прямая 
ео С 


С 


ах +ву+е>0 „ 


<. `7 
х 
€ 


траница — парабола 
ах +ъх+с=0 


граница — парабола 


ах? + 6х +с>у 2 
2 ау +ву+с=х 


(x — хо)(у — уо) > Еи (х — х0)(у — Yo) < k (k + 0) 


граница — гипербола 
(: = хоју – уо) =k 
(две ветви) 


(= х) (у – уд) = == - — — Ф— 7 ------ 


(= хо) (у – уд > Е 


С 


(х — xoy – у) > 0 и (х— хо)(у— yo) < 0 (k =0) 


граница — две прямые 
x = xou y = уо 


граница — окружность 
(х – хо)? + (у – y) = т 


Jm — радиус окружности 
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приращения функции Af = /(хо + Ах) – /(хо) к приращению аргумен- 
Ку + Ах) хо) 


та Ах при стремлении Ах к нулю. /'(хо) = Шш Е 


рит 
Операция нахождения производной функции называется диффе- 
ренцированием. 


Необходимое условие дифференцируемости функции 


| — ~ mm 
ШЕ Для того чтобы функция f была дифференцируема (имела произ- 
г. водную) в точке хо, необходимо (но недостаточно), чтобы она бы- 
И ла непрерывна в этой точке (т.е. Af(x) = f(x) — f(xo) — 0). 

7, 
МЕ] Примеры нахождения производной функции f по определению 


хо= 2 и. 


И | 252 2 
(2БЕТА 25 АЗСА НИЦИ 
д КЕ ОЕ л мо 
H 
/ = lim (4+4х) = 4 

Ах 0 


3 Ах – 3 
= (о) = lim уша = 
fx) = 3х Ах +0 
х0+0 = lim (хо + Ах) — xo 


(Дх + Ах усыл ај 3; J 


7 вїп(х + Ах) – sinx 
f (хо) = lim ашшы фы! Шага шк ОШ 
Ах-›0 


Ко) = віп х Ах 
XER 
28122. cos(xo + 52) 
— а с=ш= 
Ах +0 Ах 20820 


ГС2) = іт, т дов =з Дуу 8 _ 


= ит (2 = Ах)(= 22. + Ах) -8 = -12 


Ах-›0 


T роизводной функции / в точке хо называется предел отношения 
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Пример непрерывной, не дифференцируе Мой в Toure == = И 
0 Функция 


ПӘ = Е – 2) = ша +42) 210 
хо= 2 о Ах arso Ax 
Предел не существует, Ї'(2) не существует 


Ра) = lim 1 + Ax) 1 =0._ 
50 


Ах = Ша == и 


= ы 8 со, |’ 
аи Пр › Т'(1) не существует. 
Вторая производная Производные высших порядков 


fE) = (Рају 19) = (је = 1 уу; 


(соз х)” = (-sin x)’ = -соз x 


с и РА 
Тайлитшөв ыс 
ифференцирование 7 ў р 
п ференщир | CUD = д - и) 
(с). = 0, с Є Е (константа) (7)' = пи"- 1.у% 
(х)' =1, эе); (соз и)” = -sin u - u’ 
(х^) = nx" L, n € N, хЕ Е; или (sin u)’ = cosu -u 
-n = N, x # 0; или р, 1 Се 
пе 2,х> 0 (tg u) = овие 
2 : соѕ и 
(cos x)” = -sin х, хЕВ 1 
(sin x) = соѕ х, хе (ctg и), = = — и’ 
у 1 Е зїп ш 
(tg x) [| жег хте trk kez 7 3 
по 
; (пи) 7 
(ctg х) = -— 2 stnk, ЕЕ2 ‚ЛВ 
віп х (logat) и. ша 
, и. ld 
(In x)’ = ТА х Є (0; +оо) (е5) елш 4 
А (а) = ач: пати 
орах)“ = а» Е (0; +оо) { 
i 
222 __——— 
(е“)' = ех, хЕЕ Е | 
а*^)' = ап а, хев 
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к 
Производная обратной функции 
ЕЕ ды н бн Н ЫТА отн == == 

Функции y = f(x) и у= Ф(х) f(a) = b > а = Ф(5) 


взвимообратны. f'(a): ọ'(b)=1 


(arcsin х)' = 5} x € (-1; 1) | (arcsin и)’ = и’ 
1-х ТТЕ 
( Ji - Е (-1; 1) | (arccos и)” 1 с 
arccos x) =- , XEEN ви) = – ИЛ 
N1 = х? |] = 42 
2 1 - 1 С 
(arctg x) = 5, ХЕК (arctg и)’ = 5 и 
1+х 1+и 
, 1 Л 1 р 
(arcctg х) =- z» XER (arcctg и)’ = – 2 Ји 
1+х 1+и 
Основные формулы | Следствия из основных формул. 
(и + 0) =u + 0' (:= о) = и = 04 
(u-v) =и’-очи-о’ (с"и) = си’ 
Т Жо. (б 
о v с с 
Примеры 


(сов Jx)’ = віп Jx - (Је) = =з. 
((2х2 —х+ 1)10)' = 10 - (2x? - х + 1)? · (2х2 - x + 1V = 
= 10. (2х2 -x + 1)? - (4х – 1). 


Физический 
смысл производной 


Геометрический 
смысл производной 


Пусть 8 = s(t) — зависимость пути | Касательной к графику функ- 

ОТ времени, тогда: ции /(х) в точке хо называется 
и = v(t) = 8'(ї) 

Скорость — производная пути по 

времени. 

a = a(t) = 0 (t) = 37” (+) 

ение — производная скоро- 


с 
+ Ло времени (вторая производ- 
Пути по времени). 


прямая, задаваемая уравне- 
нием: 

y = (хо) + 7 (хо) ' (< — хо) 

1 (х0) = tE Окас = Ёкас 
Значение производной функции 
в точке равно угловому коэф- 
фициенту касательной к гра- 
фику функции в этой точке. 


Ускор 
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Касательная к графику Функции | 


Уравнение касательной (не вертикальной) к график h 
y = f(x) B точке графика с абсциссой х0: У Функции Ф 
У = (хо) + (хо) (х— хо) 2 
Если функция f(x) не имеет производной в точке х0, но непрерыв. f 
На В этой точке, TO у графика функции в этой точке либо вооб Це 
нет касательной, либо есть вертикальная касательная. е Б: 
- @ 
у = |х| не имеет касательной в точке графика с абсциссой х = 0 17 
у = 3/x имеет в точке графика с абсциссой х = 0 вертикальную Ж 
касательную х = 0. = 
д Е 
Примеры решения задач на составление уравнения касательной ui 
Е 
o па ин 

Составить уравнение касательной к кривой у = х - х? в точке гра- 70 
фика с абсциссой хо = 1. i + 
3 
Координаты точки касания хо = 1; yọ = 13-12 = 0. т 
y’ = 3х2 – 2х = Ёкас = У (1) = 1. il 

Уравнение касательной: y = 0 + 1 · (х – 1 > [у= х-1. 
Составить уравнение касательной к кривой f(x) = (х2 + 6х + 8)/2, k 
He пересекающей прямую y = 2x + 5. ке р 
Так как касательная не пересекает прямую у = 2х + Б, значит, — 


4 == (х) = х +8. 

параллельна касательной. Следовательно, (хо) = 2. Но /(х) = = 
+8 = = — та точки касания уо равна = 
Отсюда хо + 3 = 2 и хо = –1. Ордина : 


-1;-1). 
((–1)2 +6: (-1) + 3)/2 = -1. Координаты точки касания ( 


Уравнение касательной у = -1 + 2(х + 1) или [у = 2х +1]. 
МЕСТИ: 5 10. uU о ны ы ЫЫ 


й 3 ходящей че- 
Составить уравнение касательной к кривой у = х“, про 


3, 
‚ Тогда уо = 0? 
рез точку E -1) . Пусть (хо; Уо) — точка касания 


+ 8хр(х — хо). Точка 


8 2 (5 - = i 
< (5 -1) лежит на касательной. Поэтому —1 = Хо + 3х0 8 ) 


3 
Вас = 8х2 . Уравнение касательной у = Хо 


> 2х8 — х2 -1-0 = хо=1 > Ш =1. 


Уравнение касательной у = 1+ 8(х – 1) или — 
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\ Исследование функции при помощи производной 


тонность функции 


\ Теорема Лагранжа 
у Е Если f(x) непрерывна на [а; В] и 
\ дифференцируема на (а; Б), то 
м существует с Е (а; Б) такое, что 
Ка) - [®) = f (c) ‘(а – b). 


\ (Заметим, что таких точек с на (а; Ь) может быть и более одной.) 


о 
М, Для исследования функции f(x) на монотонность можно иссле- 
3 довать ее производную на знакопостоянство. 


Если /'(х) < 0 на (а; Б), то 
f(x) убывает на (а; b). 


м Если / (x) > 0 на (а; Б), 


то f(x) возрастает на (а; b). 


a Если f(x) непрерывна на [а; 6], | Если f(x) непрерывна на [а; 6], 
M то f(x) возрастает Ha [a; b]. TO f(x) убывает на [a; b]. 
Ке) =x? – 6x + 1; јод = J-x; 
f (œ) = 2х - 6 > Оприх > 3 > -1 
f(x) возрастает на [8; +оо), Ї'(х) = Е < 0 прих < 0=> 
/—х 
| х) убывает на (—со; 0]. 
— кз... 
1) Если f(x) возрастает и диффи- | Если f(x) убывает и дифферен- 
ренцируема на [а; 6], то / (х) >20. | цируема на [а; b], то f'(x) < 0. 
f 
f Критические точки функции 
я Внутренние точки области определения функции, в которых 
|} производная равна нулю или не существует, называются крити- 


хескими точками функции. 


? 0 
| + 
i дө то 1х0) = 0; 1 о) = 0; 
Р; М, Крит. точка; хо — крит. точка; хо - крит. точка; 
| (хо) = fmax: Txo) = fmin: Кхо) не является 


экстремумом. = 
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Критические точки (примеры) 


У у 
I 
| 
0] хо х 
0 27 
f (x0) не существует; 1 (хо) не существует; Н р | 
0 ; хо) He с Ует; | Нет критических f 
хо – крит. точка; хо – крит. точка; точек; „= 
(хо) не является (хо) = fmin- хо = 0 не является | 
экстремумом. внутренней точкой К 
области определения. үр 
= 
|| 
Г 
Е: 
К 
ва 
; a i 
Нет критических | f(x) = 0 при всех Т (xo) не существует; f 
точек; | хе (-3; 4); хо — крит. точка; | 
хо — точка разрыва. | 7'(–8), 7 (4) Ко) = fmin: К 
не существуют; 
всех Е [—8; 4] у 
критические точки. 
n 
Әкстремумы || 
Н 
хо = D(f) — точка максимума | хо Е D(f) — точка минимума Қа), i 
f(x), если существует ô > 0 такое, | если существует ё > 0 такое, что 53 
что при x Е (хо - 5, хо + 5) при хЕ (хо - $, х +5) 
f(xo) > f(x) (хо) < 169 | 
и | 
Точки максимума и минимума функции называютея ее тота 
экстремума, а значения в них — экстремумами (максиму | 
или минимумами). 
Гоо) = 0 О ДИМ | 
при x< xo {'(х)>0 при х < ху /(@) < 
при x > хо /'(х)<0 npu x > хо [(х)>0 ~ 
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= ы критических точек различных функций 


Пример 
0; у'(0) не существует; у(0) = 0 — минимум. 


у= to = 

д) у = x°; хо = 0; и'(0) = 0; (0) = 0 — минимум. 

з)у= x3; хо = 0; у'(0) = 0; экстремумов нет. 

4)у= 2х — |х|; хо = 0; у'(0) — не существует; экстремумов нет. 
дд 


Примеры исследования функций на монотонность 


PA 


FE 


У = ræ Ө 
ПО) = 3х2 + 2х + 1> 0 npu x E R; #60 _ O 
f(x) _ === 


f(x) возрастает на R. 


с ж<==— 


Ке) = х3 – 32; { у 
Це пуг-естих=-—) > Фа О ® 
naai ПЕ а с 
үң f(x) возрастает на (—00; —]] и м, + 
на [1; +оо); 
ву f(x) убывает на [-1; 1]. 
мй 
i Код ох = 76) = 2- 2; Го. Фо О! ®© 
2 х Г) т == сиг 
f'(x) = 0 при х = 1; разрыв min 
<= f(x) возрастает на (– о; 0) и 
A на [1; +оо); 
Ё, f(x) убывает на (0; 1]. 
t 
я 
| f(x) = х – x3; 
ОЗ аа оа, 
у (x) = 4x? – 8х? = х (Ах – 3); ге © о о 8 © 
у (<) возрастает на [7 +оо); f(x) ~ У“ = 
1(х) уб Ро 8 Е” 
/ ) убывает на (—< {| 
= 1 [4 
Ка) Ло, ro ©4000, 
x ымЫМыМЫы 
Ї(х) возрастает на (=; —1] и дә а 


ва [1; +оо оо); a 
16) убывает на [-1; 0) и на (0; 1]. 
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х 


Их) = — 


| 
х +1 би 
р) = в {1 
f(x) = „/2х – х? 
DA = (1) 4 
Область значений функ F и 
зченин функции E(f) — множество значений, которые й 
может принимать /(х) при х = D(f). (Все значения а, при кот р 
Уравнение f(x) = а имеет решения.) >: 5 
8 Ги 
3 | 1 == ял 
а) = х“ - Зх |, Ту “а Кх) = 3/2х – 2 Е. 
А | х вит 
E(f) = В | 
и | 2 = (југу) | Е0=(ујусцј 
_ — == -E 
f(x) = sin x + cos x 
| ЕЗЕП 
| 200) = {у|-.2 <у< В} — 
| Нечетность М 
| =x) = —f(x), x E D(f) д 
- рш, у | К f(x) m 
График четной функции CHM- График нечетной функции сим- Б 
метричен относительно оси ор- | метричен относительно начала || 
динат. координат. | 
Uig 


ий 
Примеры четных функций Примеры нечетных функц 


f(x) = х% – 21x? 
g(x) = 5“ + 577 


olx) = ЗЛ -x + ЗЛ+х 


h(x) = x? – 20x 


u(x) = 5*— 5 * 


их) = 1-х - МХ 


1 нечетностью. 
f(x) = sin х — сов х не обладает четностью или 
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Таблица 20. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 


— Периодичность 
= је- ђе +t) = flx), хе Ю(/), ғ 0 


ЧЕ число! называется периодом функции, а наименьшее положи: 
5 . тельное значение ? основным периодом функции (Т). 
y Их) = 17 

| ёе (0; +оо) 
> Т = 4 основного 


периода нет 


КЮ) = х + sin x; f(x) = cos(x?) — непериодические функции. 


График периодической функции 

состоит из повторяющихся фраг- 

ментов на отрезке длины Т7; 

на любом таком отрезке периоди- 

ческая функция принимает все 
| свои значения. 


~ 
Ш\ f (х) = віп х-совх, Т= 2л 
ш 
N 
~ 
| 


Корень (нуль) функции — 
значение аргумента, при котором значение функции равно нулю. 


] 
А Ка) = ах - 1 
х 


корни: х = +5 корни: х = 0; х = 1 корень: х = 0 


f(x) = sin х + cos х 


л ДЕЎ 2 
=, +лл,пє7 


корней нет 


Промежуток знакопостоянства — 


(томежуток, на котором все значения функции положительны 
или отри: 


j Цательны), а HA любом его расширении нет. 
у Примеры 


и Ка) = 322 + 5, 8; f(x) < О npu x Е (-5; 1); 


2. 
› два промежутка знакопостолнства (—оо; 0) и (0; +00), 
: КЦИЯ положительна. 


ві 


Таблица 20. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 


Монотонность 


Функция f(x) называется воз: 
растающей на промежутке I; 
если для любых х H х» из это- 
го промежутка 
я >52 = (ху) > Кх). 

Промежуток Г называется про- 
межутком возрастания функ- 
ции f(x), если на этом проме- 
жутке функция возрастает, а на 
любом его расширении нет. 


для любых хуи хо 
межутка 

ху >12 = (х) < Их). 
Промежуток І называется про- 
межутком убывания 


f(x), 


ИЗ ЭТОГО про. 


Промежутки возрастания и убывания называютс 
ми монотонности функции. 


— 


Критерий монотонности функции 


я промежутка- 


f(x) возрастает на промежутке, | f(x) убывает на промежутке, 
если / (х) > 0. если / (х) < 0. 


Примеры 


Кх) = 3х2 + 5x - 8; [(х)=6х+5; 


S р 
f'(x) > 0 npa x > -é ; f(x) возрастает на промежутке |76 +); 
5 
5 /б ет на промежутке (ә; |! 
f'(x) < 0 npu x < -6; f(x) убыва 
-оо; 0; +00); 
Кх) = e два промежутка MOHOTOHHOCTH (-оо; 0) и ( 
3» 
х 


на обоих функция возр тает. 


7 х) = Зх + ности 
Т Т е Т монотон 
( ) 4 возрастае на R, один промежу ок 


(–2о; +оо). 


БЕТ 
(х) = + 1) = О при х И 
f(x) = 3x? + 6х - 8; ro. Са f(x) убывает а PAS 
, ) возрастает H ' 
ДЕ Е. минимум. 


хо = —1 — точка минимума; /(-1) 
f(x) = x? — экстремумов нет. — 


SN 


ү 


У 


` < 


A 


__У<Оприх < 0’ 


Таблица 20. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
= Исследование функции при помощи производной. 


И 
Пострсение графика 
_ ес ш ЫШАНА a — — 

Найдите D(f). 
Найдите производную, критические точки, исследуйте знаки 
производной. 
Найдите промежутки монотонности, точки экстремума, опреде- 
лите вид точек экстремума. 
Найдите экстремумы функции. 
Исследуйте функцию на четность, нечетность, периодичность 
(периодическую функцию лучше исследовать на промежутке 
длины Т). 
«Набросайте» эскиз графика. 
Найдите E(f). 
Найдите несколько значений функции (по крайней мере по од- 
ному в каждом промежутке монотонности). 


По возможности 

Исследуйте поведение функции на концах области определения 
и в точках разрывов. 

Найдите горизонтальные и вертикальные асимптоты. 

Найдите корни и промежутки знакопостоянства функции. 


Постройте график функции 


Пример: у = 5 
861 
Ру) = Е 
y 1-х? Я 
Фк. 2 = 2.2, 
(х +1) (0ч) 


у существует при х Є В; 
У =Оприх = +1. 


Vmin = 0-1) = -5 ; Ymax = У) = 5. 
Функция нечетная: у(–х) = =y(x). 


Е(у) = [-1. 1 
ШЕЕ; Я 
lim = |} 
кэе y EOR +1 хә о 


y=0— 

у=0 горизонтальная асимптота; вертикальных асимптот нет. 
5 при х = 0 (корень), 

y> Оприх > 0 


== ЕНТО И 


Таблица 21. НАХОЖДЕНИЕ H 
и НАИМЕНБШЕГ 


р 
8 
Наибольшим (наименьшим) значением функции 7 7, 
вается такое число М (т), что Существует кыл 
(хо) = М (хо) = т), M > 


Назы. 
Хо Г такое 2) 
f(x) (т < у(х) для всех хизр 19 К 


ке 
м і 
т 
ЕТ. 
Е 
1 


== 
За 
B 
Наибольшее и наименьшее значения непрерывная на Г функция Н} 
Может принимать либо на концах промежутка (если это числа), ет 
либо в критических точках, лежащих внутри промежутка. а 
Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего на [а; b] зна- С 
чений функции, непрерывной на [а; 5]. 
о 12 1 ИЛИН 1 
1) Найдите f(a) и f(b) — значения функции на концах промежутка. 
2) Найдите критические точки 


функции внутри промежутка 
(т.е. на (а; Ь)). 
) Найдите значения функции в критических точках. 
4) Из всех найденных значений выберите наибольшее и наимень- 
116е; они и будут наибольшим и наименьшим значением 
Функции на [а; b). 
Пример 
f(x) = 8х2 — „а хе 
, 1181 
1) = 7; (зу = —9; | ] 
f'(x) = 16x – 4x3 


= — 172 
Ло) = 0; бој = 16. - 


А 055-0; x= 2; x= -2€ [-1; 3]: 
max (7; —9; 0; 16) = 16 > max f(x) = 16: 
_ min (7; -9; 0; 16) ~ min. | 


-9 => min 
1-1; 2] 


f(x) = 9. 


таблица 21. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ 


пример 
Если непрерывная функция имеет на промежутке Г единствен- 


ную точку экстремума и этот экстремум максимум (минимум), 
то в этой точке достигается наибольшее (наименьшее) значение 


функции. 
К) = sin x + 3: соз x, x E [0; л]. 


Ко) = 48; Та) = -V3 ; f'(x) = cos x – „З sin х; f'(x) = О при 
cos x = (Ззіп x > tg x = т 2-6 + nk Є [0; л] при k = 0. 


== СЕ: и ор 
max у(х) = (к) sin + З соз = 2; 


min f(x) = f(n) = –,/8 7) о е о 


10: я] 


f (х) — 
Задача 
В полукруг радиуса В вписать прямоуголь- | ZAN 2 
ник наибольшей площади так, чтобы одна (|- EN 


его сторона лежала на диаметре полукруга, А 0 ур 
а две вершины — на дуге полукруга. 


Обозначим стороны прямоугольника АВ = х, Ар = 2у. 

Тогда его площадь 5 = 2ху. Заметив, что у = Хд? = ха получим 
8 = 22 · JR – х° = 2. Ех? – х“, х Є (0; R): 

Исследуем на максимум функцию f(x) = Rx — х4 при х € (0; R). 
F(=) = 282 – 4х3 = 2x(R? – 257). р(х) = 0 при x = т 

(так как x є (0; Б)). 


Го) Ф ©) 


В 
Следовательно и х = — площадь прямо- 
A ш /2 га) — ел 


угольника наибольшая. 2 
Ответ. Прямоугольник имеет наибольшую 


площадь, если его стороны х = + ‚2у = R/2. 


=ош ———_ > ш 
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Таблица 22. ПЕРВООБРАЗНАЯ | 
И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ | 


Функция F(x) называется первообразной функции f(x) на п 


2 проме. 
жутке Г, если для всех х из этого промежутка Е (х) = f(x). 9 


Если F(x) одна из первообразных функции f(x) на Г, то любая перво. 
образная функции f(x) на этом промежутке имеет вид F(x) + с, 
где C E R. 


| "Множество всех первообразных функции Па) называется нат 


ножество всех первообразных функции /(х) называется неопре- 
деленным интегралом и обозначается [дах 


Ш 
| [сах = F(x) + С, где F(x) — любая первообразная f(x), ас є В, 


Свойства первообразных 


Первообразнал /'(х) равна Кх) + С. 

Если первообразная f(x) равна F(x), то первообразная f(t) равна F(t). 
Если первообразная /(х) равна F(x), то первообразная Ё/(х) равна КЕ(х). 
Пусть первообразная 71(х) равна Ёү(х), первообразная f(x) равна 
F(x), тогда первообразная /1(х) + /2(х) равна Е1(х) + F(x). 
Пусть первообразная f(x) равна F(x), тогда первообразнал f(kx + р) 


равна Ех +Р). 


Для того чтобы доказать, что функция F(x) является первообразной 
функции f(x) на промежутке Г, нужно показать, что для всех х из 
этого промежутка Е (х) = Қ) (т.е. воспользоваться определением). 
Задачи 


— R = Шш 


и 
Доказать, что функцил Е(х) = 55 2х + х является первообразнои 
Для функции f(x) = 1 + соз 2х на В. 


> 1 
OE 2r -2 + 1514 cos 2x = 


f(x). 
Полученное равенство верно для всех де 


йствительных значений х. 
Найти первообразную функ 


= 2 Й 
ит через точку ма; хи рв Ба к 
юбая. А 
первообразнал функции f(x) = 3x2 – 1 имеет вид F(x) = 
Й первообразной пройдет через точку 
1 =1+с=-1 = С=-1 


У 
Ег” Таблица 22. ПЕРВООБРАЗНАЯ 


Найти первообразную функции f(x) = соз 5. 


за я 
Преобразуем f(x) = соз 275 (1 + сов х) = z + 5 сов x. 
Первообразная суммы равна сумме первообразных. Следова- 
1 №. 
тельно, первообразная F(x) = 5х + gan x + С, где С — произ- 


вольная постоянная. 


Найти неопределенный интеграл [ип 3x -cos x ах. 
1 A - 
finsz • сов х ах = 2 [ел 4х + зїп 2х) ах = 5 . 6 соз 4х + 
В ) =el = 
2 (-2) сов 2х 8 208 4х 4 008 2x + С. 


Найти первообразную для функции f(x) = БЕ 1а 5 


1 УЉЕ 1 ) 
4х? - 1 я 2х + 17" 
Следовательно, первообразная 


Пеј = 5 (G пре - | - ре +1) -iin 


Преобразуем f(x) = 


pte 
2x +1 


Таблица первообразных 


Ка) [__ ЛЕШЕ Промежуток Г 
k R 
а м a EN, хє В; 
z +C та E N, x Є (-00; 0) U (0; +оо); 
CoD атт a EZ, xE (0; +оо) 


x 
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е* е* +С Е 
х 
а* Z +c н 
1па 
сов х R 
sin x —с08 x + C R 
= tgx+C (-$+л®; лв), kez 
соз°х 
= =ctgx +C (nk; n+ nk) kez 
вп х 
1 


pe 


У 
чына 23. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ ы 
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ Ме», 


Если функция f(x) непрерывна на промежутке I числов 
держащем точки х = а и х = 6, то разность значений 
(где F(x) — первообразная f(x) на Г) называется опр 
интегралом от функции f(x) от а до b: 


b 
fiaz = F(b) – F(a). 


a 


Ой оси, co. 
Е) -F (а 
еделенның 


Определенный интеграл есть число. 


Основные свойства т 
b b b 


foa = [оа = [соаг 
а а 


а 


[оа = 0 


b 


feaz = Ел 


b 


b 


b с 
[дах = |(х)ах + Таја. 
! | | јах ,если а, Би с — любые точки про- 


межутка Г непрерывности f(x) 


b b 
fras =k < [ах 


(аде ° b 
8 )ах = || f 
a SAP hoa + [дах 


сш Дополнительные свойства 


i С 
[рх + 98: “р | Ка 
| а 


ра + 


а а 
Если f(x) "emman, то ffod = 2: [дх)ах. 
-a 0 


a 


Если f(x) нечетная, TO fr х)ӣх = 0. 


-а 


| Јој = ка) 


Примеры 
о о ПИ 


Гат | 1/2 -1/2 х3/2 х!/ Е 2 8 
[ ах = |= +х jaz = (2+8) = 20482-1) + 
1 
1 


М 


1 


+2(41#-1у-$.т+з2.1-® 


2 8 
ү Мак. ет о (ае 7 
2 а 7310" 2 
Tarta? SEN 3 2, 3\10 90 
3.(- +4 

Зх +4 =; 
жыш ш = шышы НЫ эз. 
1 1 1 1 

255 + 5* +1 25)7 5\* 

оа = = (00) "204: + [10 воа = 10 fo,s*ax + 
0 0 о 0 

1 хп ЕІ 
+ 50 [0,572 = 10. 225°. +50. 25 о 0. 
In 2,5, ln 0,5 n25" m2 
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таблица 23. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПАЛО К 


Площадь криволинейной трапеции — | Е 
Фигура, ограниченная прямыми У = 0; _—— { 


х= а; х = b и графиком непрерывной и неот-| У 
рицательной на [а; 5] функции /(х), называет- 
ся криволинейной трапецией. Площадь кри- 


b 


волинейной трапеции 5 = [ках 


Вычисление площадей 


а Б 


b 


тус = 675 


b ò 
S= [есдах - feaz 


—=———————— = шаб ЫЫ 
[(х) 


Е (х) 


$ = (х) | 
| 1(<) -g(x))dx + S= [ис - воас + 


а 
b 


+ (ес) = f(x))dx 


с 


b 


+ ја 2(х) – = (х))ах 


Криволи- 
нейная 
трапеция 
(вокруг 
оси Ох) 


Е 
2 
УЛ [42-2 ах = 
-R 


R 


Шар 
= 2л |в? - х°уах 5 


Путь, пройденный материальной точкой за время ta — tı (t2 > t1) 
при прямолинейном движении со скоростью V(t), равен: 


t2 
5 [оа 


ti 


Предметный указатель 


Аринфметическая прогрессия... т 
 Арифметический корень. ..... 
Бесконечно убывающая геометри- БА 
ческая прогрессия....... Уе 


Бином Ньютона.......... ..10 
Вершина параболы (координа- 
тыа. ..19 
Взаимно простые числа ...... 7 
Возвратное уравнение. ....... 48 
Вторая производная... ..... .74 
Выделение полного квадрата. . . 30 
Вычитание многочленов...... 10 
Геометрическая прогрессия. . . . 33 
Геометрическая интерпретация 
модуля....... б солу СИ ОЛУС 8 
Геометрический смысл производ- 
ОЧ са а 6 зла оаза а 75 
ипербола ни ја отели. обе... 20 
График уравненил с двумя пере- 
менными н Кс. 28 
Двойные неравенства........ 62 
Действительные числа....... 5 
Действия с квадратными корня- 
I озсо д бою оба ваз) 
Действия с корнями...... 15, 16 
Деление многочленов........ 11 
Делиев... 5 
Десятичная запись натурального 
числа. a a 6 
Десятичные логарифмы...... 42 
Дискриминант......... . 30, 47 


Дифференцирование (формулы) 75 
Дифференцируемость в точке ..73 
Доказательство неравенств 

(методы)......... бс жо - 62 
Дробно-линейная функция....20 
Задание последовательностей ..33 


Замена переменной в уравне- 
Ч зоб а a a ... „46 


“+.+....80,81 
— тригонометрических функ- 
ций ....... 


нь. «39 

Значения тригоно: етрических 
Функций сср осе бора ово 
тая бов .86—91 

Ррациональность В знаменате- 
ИРрациональные числа. : ; 5 за 8 
Е Неравенства... ЗА 
СИ НИС 


Исследование Функции 
на монотонность .... 50775709 
— — с помощью произ: х 
водной е Тва 
Каноническое разложение ng 
рального числа ЕЕЕ БЕО осоо. y 
Касательная НИ 
Квадратичная Функция .. ....19 
Квадратные неравенства 


• - . ...64 
— уравненил...... бе. ....4т 
Квадратный корень .. •......13 
— трехчлен..... оо 
Коэффициенты многочлена. .. 11 
Корень многочлена ...... „..12 
— нечетной степени....... 15 
— функции....... ........81 
— уравненил. ......... = 45 
Косинус числа........ ат 
Котангенс числа ....... ....37 
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